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Vorwort. 



Die folgende Abhandlung verdankt ihre Entstehung einer 
Anzahl von Bemerkungen, die ich über die Theorie der 
Kettenbrüche zu machen Gelegenheit hatte. Diese Bemer- 
kungen hängen aber so genau mit den Arbeiten Anderer über 
denselben Gegenstand zusammen, dafs, wenn ich mich mit 
X blofsen Hinweisungen auf Letztere hätte begnügen wollen, 
meine Untersuchungen theils dunkel, theils völlig unverständ- 
^ lieh geblieben wären. Ich habe es daher vorgezogen, das schon 
N! . Bekannte mit dem, was mir neu zn sein schien, zu einem Gan- 

O zen zu verarbeiten. Überhaupt möchte es jetzt, bei der so 

- 

überaus raschen Ausbreitung der Wissenschaft, kaum einer 
Entschuldigung bedürfen, wenn man es unternimmt, das Zer- 
streute zu sammeln: vielmehr ist es vielleicht eben so viel 
Verdienst, das schon Vorhandene zu ordnen, als Neues 
hinzuzufügen. Da ich gelegentlich die besten Schriften über 
Kettenbrüche angeführt habe, so wird es dem Leser leicht 
werden, das mir Eigene von dem Fremden zu unterscheiden. 
Auf die sehr werthvolle Schrift „Specimen inaugurale de 
fractionibus continuis auebore P. O. C. Vorsselman de 
Heer, Trajecti ad Rhenum 1833" konnte ich bei der Aus- 
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arbeitung keine Rücksicht nehmen, da sie mir erst zuge- 
kommen ist, als die ganze Abhandlung bereits völlig zum 
Druck ausgearbeitet, theilweise sogar schon gedruckt war; 
ich'mufs mich daher damit begnügen, hier auf dieselbe auf- * 
merksam zu machen. Dafs ich im fünften Kapitel Einiges 
aufgenommen habe, was nicht in enger Beziehung zu den 
Kettenbrüchen steht, wird die Wichtigkeit des Gegenstandes 
und das Bestreben, Etwas zur Wiederherstellung des Fouri er- 
sehen Werkes beizutragen, hinlänglich rechtfertigen. 
Göttingen, im September 1833. 
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Erstes Kapitel. 

A. Allgemeine Eigenschaften der Keltenbrüche. 

1. 

Ki» Kettenbruch (continuirlicher, zusammenhängender, stetiger Bruch) 
ist ein Bnich, dessen Nenner aus zwei T heilen, die durch + oder — 
verbunden sind, besteht, von welchen wenigstens der eine wieder ein Bruch 
ist. Bezeichnen daher die Buchstaben a, b, c, d beliebige Ausdrücke, so ist 

i a 

i. T± « 

das allgemeine Schema eines Kettenbruchs. Zuweilen ist der Kettenbruch 
noch mit einem Ausdrucke A durch + oder — verbunden. Man nennt 
alsdanu auch den Ausdruck 

2 - J± T±± 

einen *) Ketteubruch. In der Regel ist d wieder ein ähnliches Aggregat 
zweier Theile, von welchen wenigstens der eine ein Bruch ist, der Nenner 
des letztern wieder ein solches u. s. w. , bis zu einer gewissen Gränze 
oder bis in das Unendliche. Im ersten Falle ist der Kettenbruch ein end- 
licher, im zweiten ein unendlicher. Kettenbrüche sind keine, ihrer Natur 
nach abgesonderte Art von Grufsen; im Gegentheil kann ein Kettenbruch 
jede beliege Art von Gröfsen ausdrücken ; nur ihre Form ist es, die sie zu 
einem besonderen Gegenstande der Betrachtung macht. Die einzelnen 
Brüche, aus welchen eiu Kettenbruch zusammengesetzt ist, wie z. B. in (1.) 
nenne ich Theilbrüche, ihre Zähler, wie o, Theilzähler, ihre 



*) Fast in allen Schriften ist die Definition der Kettenbrüche unbestimmt gege- 
ben. So z. B. sagt Eytelwein (Grundlehren der höheren Analysis Th. 1. §. 247.): 
•in Ketlenhrurh ist ein solcher, dessen Zähler aus einer ganzen Zahl, der Nenner 
I aber aus einer ganzen Zahl und einem Bruche u. s. w. besteht, 'wahrend dort z. B. 
Brüche vorkommen, deren Zahler Wurzelgröfsen sind, wie in (.320. Einen ähnlichen 
Fehler findet man in Kau» 1 er'* „Lehre von den Kettenbrüchen." 

A 



Digitized by Google 



Nenner, wie b, Tbcil nenne r. Ist der Kettenbruch von der Form (2.), 
so nenne ich auch A einen Theilnenner. 

2. 

Man kann freilich bei Betrachtung der Kettenbrüche, diese als 
willkührlich gebildete Ausdrücke annehmen; aber wegen mancher fol- 
genden Betrachtung ist es gut, sich ihre Entstehung auf folgende Weise 
zu denken. Es seien A, B, C 9 D f £,...., c, b, o' t b\ a", b", .... 
beliebige Aufrücke, und A sa a ü + b C, fl = c'G + £'£>, C = a"D + b"E 
u. s. w., so ist 

_ = «<+_ = «<+_, 

D ' D ° + D:£» 

folglich 4 = a +-7i iL Ä « » « n d man würde den Ketteubruch noch wei- 

a"-l 

° ^ZJ:£ 

t'-v führen kennen, wenn man, auf ähnliche Weise wie im Vorhergehen- 
den, Ü aus £ und F u. s. w. ableitete. Da nun «, 6, o', b' f u. s. w. jede 
Gröüe bezeichnen können, so darf man jeden Ketteubruch, als aus einer 
Reihe von Ausdrücken A t Ii, C u. s. w., die auf die bezeichnete Weise 
zusammenhängen, entstanden, betrachten. Es ist daher sehr leicht, einen 
gewöhnlichen Bruch iu einen Kettenbruch zu verwandeln. Ist z. B. der 
Bruch f| gegeben, so setze man 45 = 3.13 + 1.6, 13 am 2.6 + 11, 

6=6.1+0, also J5 = 3 + -^, J_, oder man setze 45 = 2.13 + 1.19, 

6 

13=1.19—1.6, 19=3.6+1, 6 = 6.1+0, also ^ = 2+l_ i_ f 

3 +T* 

Auf ähnliche Weise könnte man noch andere Kettenbrüche erhalteu, die 
dem Bruche f| gleich wären. Man sieht hieraus zugleich, dafs mehrere 
Kettenbrüche dem Wertbe nach gleich sein können, ohne identisch zu sein. 

3. 

Es soll nun zuerst die Theorie der endlicheu Kettenbrüche ab- 
gehandelt werden. Ein solcher hat, als abgeschlossener arithmetischer 
Ausdruck, im Allgemeinen, immer einen bestimmt angebbami Werth, 
wiewohl dieser iu eiuzelneu Fällen imuginair oder unendlich klein werden 



kann *). Dieser Werth kann durah ein recurrirendes Verfahren auf doppel- 
tem Wege gerunden werden. Es sei der 8tt ) Kettenbruch 



letzteren Werth verwandle 



gegeben, und ff, *„ ff,, .... im Allgemeinen unter sich verschiedene 
Gröfcen. Man verwandle zuerst den Theil «+^L m einen gewöhnlichen 
Bruch, und man erhalt ff + ^ =^Li+ii. für ff, substituire man a 

und man erhält , = — ; 

man in einen gewöhnlichen Bruch und substituire in diesem für ff, den 
Ausdruck ff. + ^S und verfahre mit dem Resultate wie früher. Setzt man 
diese Operation fort, so erhält man zuletzt den Werth des ganzen gege- 
benen Kettenbruchs. Denselben Werth kann man aber auch finden, wenn 
man den Kettenbruch von unten herauf in einen gewöhnlichen verwandelt. 
Man hat zuerst ff_ + £ = S-fjt**, man 8ubÄ t,tuire diesen Werth 
statt a_, in dem Bruche o^-f - '-— , und man erhält a,*_ 3 -f- i m — 
a --+^~SPftli letzteren Ausdruck verwandle man wieder 



q„-,. + » 4C " lcrcu verwanuie man wieder in einen 

gewöhnlichen Bruch, und substituire den erhaltenen Werth statt a j n 
dem Bruche fl — J + J^ji " ntl verwandle das Resultat wieder in einen ge- 
wöhnlichen Bruch. Fährt man auf diese Weise fort, so mufs man, wie 

•) Wie z. B. io den Brüchen b ^ier a_ 

a + _ b+-- 

) Wiewohl früher gesagt wurde, dafc die einzelnen Theilhrüche durch -I- oder 
verbunden sein können, so drückt dodi der Keltenhruch (3.) jeden bcheliigan Ket- 



tenbruch aus denn halte man «. B. a— . , 10 wäre dies — a + ( ~ b ^ 

°» "T*etc. • a 

man muh daher immer nur die Ausdrucke o, u. e. w. mit ihren Zeichen'nehiueo! 

A 2 
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leicht einzusehen ist, den Werth des ganzen Kettenbruchs erhalten. Den 
Kettenbruch (3.) bezeichne ich durch F(a, c m ), und den ihm gleichen 
gewöhnlichen Bruch nenne ich den reducirten 9 ) Kettenbruch F(a, o„). 
Den Zähler dieses letzteren bezeichne ich durch a, a m . Überhaupt soll auf 
iihnliche Weise F(a, t «J einen Kettenbruch bedeuten, dessen erster Theil- 
nenner =o,, dessen letzter = c m ist, und *•) «r,, a m ist der Zähler des 
reducirten Kettenbruchs F(o„ a m ). Der Nenner des reducirten Ketten- 
bruchs F(o, O ist alsdann = fl,,ff M . Denn es ist F{a, a u )=q+ j—^i 
nun ist a lf a„ der Zühler des reducirten Kettenbruchs F(«„c m ); nennt 
man daher seinen Nenner p 9 so ist F(a, a m )=a + — „ «•«" 

P 

also F(a, a m ) = . Ganz auf dieselbe Weise könnte man zeigen, dals 

überhaupt F(o f , a m )=s ^ ist, d. h., wenn man die Kettenbrüche 
F(a, o m ), F(<7,, aj) t F(a tt a m ) u. s. w. in gewöhnliche Brüche verwandelt, 
so wird in diesen, der Nenner eines in der Reihe vorhergehenden der 
Zühler des folgenden sein. Da nun F(o,, a m ) — " m ist, so wird 

v . _ N „i K a.aj,a m + b t a, , a m , 

F(a, 0 = ° 4-—- = ~ ~ und fl > K.a„a„ 

Eben so kann man zeigen, dals überhaupt 

«/, «« = a f fl /+u °m + 5|+l . o M . 
Hierdurch ist eine Recursionsformel gefunden, die der zweiten oben gege- 
benen rekurrirenden Reductionsmethode entspricht. Kennt man nemlich 
den reducirten Bruch F(<r, +1 , a m ), also dessen Zühler a^ x1 a m und Nenner 
ö^h» °m> »o kennt man zugleich den Nenner des reducirten Bruche F(a iy a m ) 9 
und findet den Zühler durch die Formel (J.). 

4. 

Es ist wichtig, den Werth des Kettenbruchs F(a, a m ) auch auf inde- 
pendentem Wege finden zu können, d. h. unmittelbar aus den Theilzühlern 



•) Es wird hierbei immer vorau*ge»elzt , daf$ wahrend und nach der Reduclion 
kein« etwa mögliche Zurückfdhrung der Brüche auf kleioere Benennung Torgenom- 

men wird. Wir« s. B. F(o, «„) = 1+ -^-_^J^ = ;^ = ~, so wäre o, a m nicht = 25, 

sondern m 50. 7 

**) Man bemerke, dafs a m , m m = a m ist. Hat d«r Kettenbruch nur zwei Theil- 
aenner, a und a, , so Ut a, a m = o, a, ; «j , a m — a l . 
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und Theifaennern des Kettenbruehs den Zähler und Nenner de« ihm 
gleichen gewöhnliehen Bruches abzuleiten. Hierzu führen folgende Be- 
trachtungen. Man bilde zuerst die Ziibler der Brüche F(a m ,a m ), F(a n _ lt a m ); 
diese sind bezüglich a m und a m _ t , a m . Man setze jedem Gliede des Au s- 
dnicks a m ^ 1 , a m den Theilnenner a m _ 1 , und a m den Theilzähler vor, 
nnd addire die Producte, so hat mau a m _ }i a m (nach Formel A,\ Setzt 
man Jedem Gliede von <*„_,, n m den Theilnenner a m _s, Jedem Gliede von 
"m-it den Theitzuhler A m _, vor, so erhält man o m _ 3 , o m , und wenn 
man auf diese Weise fortführt, erhalt man den Zahler des Bruches F(a, a m ) 
und zugleich den Nenuer, da man zugleich den Zähler des Bruches F(a, , O 
bildet. Ist z. B. Zähler und Nenner des Kettenbruchs F(a, zu finden, 
so hat man a, o 4 = 





a 


o. 








■a 










9 


ff. 




ff« 




a 






e, «« 




'0 






*. 




•a 






ff, 0* 




*, 






ff« 




*. 








also F(a, <r 4 ) 


_ a 

«7 



Man kann den Werth c, a m auch auf eine andere Weise finden. 
Es ist a^,, a m = o n _ t a m -}- l> m . Hier erhält man das zweite GKed, indem 
man im ersten für a m ^ 1 a m den Werth b m sobstituirt und dieses Resultat 
zum ersten Gliede addirt. Eben so ist 

ff»-«, «m = <»»-. «»-> « «+ ff» + ff» ff«-«. 
Man denke sich nun das Product a l+x .a } ^....a m) setze m demselben 
«»-»ff» — ö » una " »ddire das entstehende Product zu dem vorigen, man 
substituire fi m _, statt a m . t a m _ x und addire das entstehende Product zu den 
vorigen. Auf dieselbe Weise fahre man fort, indem man überhaupt, wo es 
angeht, in den schon vorhandenen Gliedern 4 m _ r+l statt setzt, 
und die erhaltenen Producte zu den früheren addirt, für r allmählig alle 
Werthe von 1 bis m setzend. Die Summe der enstehenden Producte, 
das erste a l+1 . . . . a m mitgerechnet , sei cr l+l ....a m . Dieselben Substitutio- 
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neu mache man in dem Producte o,....c m , mit dem Unterschiede, dafs man 
noch in allen, auf diese Weise erhaltenen Proditeten, wo es angeht, den 
Werth A /+( statt ffj,a /+l setzt, und die so entstehenden Producte zu den 
schon vorhandenen addirt. Die Stimme aller dieser Producte bezeichne man 

durch a l ....a n , es ist also o, a n = o,. o, +l . . . . a m -f- b l+l . a, +l . ...o„. 

Nun ist aber auch a,,a n = a l . a,^ , a m + A ;+l . o /+1 , a m , und da a„_ x . a m 
= o„_ , a m ; ••«•<»« = c m , so mufs überhaupt o,. ... o m = a„ o. 
sein. Um also z. B. den Werth von o, o 4 zu finden, schreibe man zuerst das 
Product a.afi ] a i o i i mau setze A 4 statt Oj0 4 , so hat man fl«i,0iOjO 4 -f- flfa i a ' l ^«» 
dann setze man A, statt o a Oj, und man hat oo t o t Oj0 4 -f- aa l a t b A -\- oo l b i a Ky 
dann 4» statt o,c a ,- dies giebt o o.o,, a i n i -\-aa l o e A 4 -j-oo, A^-f-flA, o,o 4 -|- 
oA,A 4 , endlich Ä, statt oo,, und man erhält a O! o, o, o 4 -|- o o 4 o, A 4 ß o, A, o 4 
-f-aÄ 4 a,a 4 -{-«6 8 A 4 -f A^.a^-f A.o.A^.AjO« = o,o 4 . Diese Methode linst 
noch eine Abkürzung zu. Statt nemlich in den Gliedern, welche z. B. ans 
der Substitution b n = a„_, a m entstehen, für o^, o m _, den Werth b m _ t zu 
setzen, kann man unmittelbar in dem ersten Gliedo co,.... a m , statt 
o^ifl«-!«™-!«« dt'» Werth b m _ i b m substituiren, und so in allen ähnlichen 
Fällen. Mau kann also diese Methode auf folgende Weise bezeichnen. 
Will man den Werth von o, a m finden, so wird sein erstes Glied o.a,....c m 
sein; man setze oo, = A,; a.n, = 6, . . . . o„_, a„ = b m und substituire diese 
Wcrthe allmählig in 00,.... c m . Dadurch erhält man einen Theil des Re- 
sultats. Man mache ans den Elementen b x % A, . . . . A m alle Combinationen 
der zweiten Classe ohne Wiederholung mit Weglussung aller Glieder, in 
welchen zwei auf einander folgende Elemente vorkommen, und unter 
derselben Einschränkung alle Combinationeu ohne Wiederholung zur drit- 
ten, vierten u. s. w. Classe, und substituire die erhaltenen Formen statt 
der gleichgeltenden Producte in ao,....a m . Ist m eine ungrade Zahl, so 

m -4- V'" 

mufs man alle Combinationsclassen bis zur — ^ — » wen « "» eine gerade 
Zahl ist, bis zur -5 bilden; im ersten Falle hat die letzte Classe nur 

ein Glied b k b>....b m , im zweiten zwei, A, A3. ... A„„, und b t .b % ....b m . 
Sucht man z.B. den Werth von o, o, , ,*o ist da* erste Glied aa i a 1 a.a^ f 
und man erhält daraus die übrigen, indem man setzt, aa t = b, ; o,o, =A,; 
0l Oj = A,, aj0 4 = A 4 , 00,0.0^ = A,A,; 00,0,0« = A, A 4 ; 0,0,0^, = A,i 4> 
und diese Werthe allmählig in o 0,0.0, o 4 substituirt. 
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Wolke man den Werth des Bruche« F(a m9 m), d. h. des 
«-.+^ +eif . finden, so ergiebt sich aus dem Obigen, dais man den 
Zähler o m , « Anden wird, indem man als erstes Glied ff m ....o setzt, dann 
. ~ b - > a m-x o m _ = i m _, u. s. w. setzt, und mit den Elementen b n ... 
... ä,, wie oben angegeben wurde, verführt. Hieraus sieht man, dals die so 
entstehenden Glieder völlig denen des Werthes c, a m gleich sind, und nur 
in anderer Ordnung erscheine«; man bat daher*) (B.) a t a m = a Mt o, .... 

5. 

Die Formel A. zeigt, dafs die Anzahl der Glieder, die den Zahler 
o, a m ausmachen, so grofs sein mufs, als die Anzahl der Glieder, die a lt a m 
ausmachen, und der, die ff,, a m ausmachen, zusammengenommen. Denkt 
man sich die Zahlen, welche die Anzahl der iu o.; o a ; a . a : 
....o, a m enthaltenen Glieder angeben, in einer Reihe verbunden, so ist 
diese eine recurrirende, in der jedes Glied die Summe der zwei vorherge- 
henden ist; die Zahl der in a mt 0m _ lf a m enthaltenen Glieder ist bezüglich 
1 und 2, also die Reihe 1, 2, 1+2, 3 + 2, 5 + 3.... Diese Reihe ist 
als einzelner Fall in der Reihe ff, bx, (fl + A)* 1 , (o + 2ö)x j , (2o + 3A)x* 
enthalten, wenn man in letzter ff = x=l, ö = 2 setzt; und letztere ergiebt 
sich, wenn alle Glieder mit + verbunden sind, atis dem Quotienten 

V^t-g»* Wm man aLjo die Anzahl der in a, a m enthaltenen 
finden, so braucht man nur das mte Glied der aus diesem Quotienten 
springenden Reihe zu suohen, indem man das Anfaugsgüed ff nicht mit- 
zählt,^ und dann a = x=l, 4=2 zu setzen. Dieses Glied ist =") 
x m [p m C.o +/»" ^'.(A — c)J, wenn man unter p"C, p m ~ l C alle Combi- 
nationen aus den Elementen 1, 2 zur Summe m mit vorgesetzter Permu- 
tationszahl versteht, und also die Summe der Glieder von a, a m =p m C+ 
p m ~'C. Nun wird 

•) Es iei ein Ketteobrurh gegeben ; innn toll einen anderen finden , in 

dein die Theilzähler und Thtilnennir in umgekehrter Ordnung erscheinen; der zweite 
Keltenbruch i.t »ho = -*ZlJL = . l, t x . ß. a ' a " = 1 J. iL ± _ 

gf,.oi.ta,.. =s2 33, a ,a_=29«nd^ = 7 +| + - L % 7 
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Ad dir t man die unter einander stehenden Glieder, und bemerkt, dafs 

, — w.wt— n-j-l..~wt— n+r . m—n-\-l~..m—»-\~r /m—n . A/ m— rr+r \ 

T2....r+l 1.2....r ~\«+l +l A 1 27 / 

r ü ist, so findet man die Summe der Glieder 




1.2....T + 1 

Ii I wi — 2.wi — t | wi— 4.»i — 3.w — 2 
+ m + — o — + 1T2T3 etc * 

Man kann diese Summe auch fiuden, ohne auf die Theorie der rc- 
currirenden Reihen einzugehen, und zwar unmittelbar aus dem independen- 
ten Verfahren, durch welches früher der Werth von a, a m gefunden wurde. 
Den Ausdruck a. «,.... a n gieht ein Glied der Summe, dann hat mau so 
viel Glieder als Thcilzähler vorhanden sind, hier Glieder, ferner so viel 
Glieder als aus m Elementen Corahinationen zur zweiten Classe ohne Wie- 
derholung gebildet w erden können. Ohne Einschränkung wäre deren An- 
zahl m "',7 1 ; da aber in den Combinationen, die mit A, anfangen, nicht b„ 

in denen, die mit b t anfangen, nicht ä 3 u. s. w. vorkommen kann, so wird 
die Zahl der entstehenden Cotnhiuationen dieselbe sein, als wenn nur aus 
m — 1 Elementen alle Combinationen zur zweiten Classe gebildet würden, 

a j g0 ™ -__ — , Auf dieselbe Weise findet man, dafs, unter der erwähn- 

\ .4- 

ten EiiiHchriiiikung , die Anzahl der Combinationen zur dritten Classe aus 
m Elementen, dieselben ist wie die Stimme aller Combinationen zur drit- 
ten Classe aus m — '2 Elementen, da in den Gliedern, die mit b l anfangen, 
nicht b t und b 3) b s und A 4 etc., in denen, die mit b t anfangen, nicht b z und 

b< , fl 4 und A 5 etc. zusammen vorkommen dürfen, also = — -~ . 

Fährt man auf diese Weise fort, so sieht man, dafs mit der erwähnten 
Einschränkung so viel Glieder in der /ten Combinatiousclasse aus m Ele- 
menten enthalten sind, als ohne dieselben in derselben Classe aus m — r-f-1 
Elementen, und man findet dann die entstehende Summe mit der oben 
gegebenen übereinstimmend, sieht aber zugleich, wie die einzelnen Glieder 
derselben entstehen. Hieraus ergiebt sich zugleich ein Mittel, eine andere 
Aufgabe mit Leichtigkeit zu lösen, nämlich wenn der Kettenbruch /''(<*> °m) 
gegeben ist, und alle Theilnenner identisch, also = a sind, eben so alle 
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Theiiziihler = b, , den Werth des Bruches aus den drei Gröben a, b, , m 
zu finden. Hier ist o .... c m = o m+ ', a.a t .... ^ m _„ = o.a, .... a„_ i .a m etc. 
=.a"- 1 etc. Mau kann also alle Glieder, in welchen die Theilzahler 211 
C'ombinationen derselben Classe gehören, zusammenfassen und erhält 

a, a m =» 4f** + m . *, . «— » -f " ~ | g ~ 2 . o- J etc. 

ehen so 

«„ «„ = * = «■ + m - 1 . b x . + " ~ \ ' ^ ~ - b\ . a-« etc. 

Da die Ausdrücke a m ; <7„_, , a m ; .... «, a m in diesem Falle eine recurri- 
rende Reihe bilden, iudem mau jedes Glied a lf a m aus den zwei vorherge- 
henden durch die Formel a lt ß m = a . ar /+1 , «„ + £,.0^.,, a„ findet, so 
könnte mau auch den Werth von a, a n finden, wenn man das //ite Glied 

nach dem Anfangsgliede der aus dem Quotienten t _""^^ rJ entsprin- 

gendcn Reihe entwickelte und x = 1 setzte, was ich jedoch hier nicht wei- 
ter ausführen will. Einen anderen Ausdruck für a, a m findet man aher 
auf folgende Weise. Man bilde aus den Gliedern 1; a m ; a m _ t , n m .... 
eine Reihe, deren erste Glieder im vorliegenden Falle 1, a, + * sein 
werden, und vermöge des Gesetzes wie «ich jedes Glied aus den zwei vor- 
hergehenden bildet, werden die Glieder dieser Reihe den successiven 
Gliedern der aus <Iem Quotienten i_ a ^_ hx * entspringenden gleich sein, 

wenn mau x*=\ setzt, und zwar wird das w»-f lte nach dem Aufangs- 
gliede den Werth von a, <i m geben. Nun ist 

1 i a +y-(a> + 46fl : 3 V( M » + 4 A) , (-a4-V(« J + 4/,)]: 2 V7ri*4-4'') 

l-ax + bx.* -~ ± ^ a + V(» J 4- 4/«/ j x ' T i ^ a-y r («' +4/>)\ j 

Da nun das rnie Glied der aus dem Quotienten entspringenden 

Reihe AB m x<* ist, so ist *) das mte Glied der aus l _ u ^_^ i entsprin- 
genden Reihe, wenn man x = 1 setzt : 

av* ( a*- r :4'Är' x '\ 5 / 2v i ^ T T4i) *\ 2 ; » 

od e r da ^±^±1*1=4« + ^^ + ^ 

•) Man Tergl Euler Introd. in anal, infinit. Cap. 13. 

B 
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und das m + lte Glied, d. h. 



°> *»» — 2V s (i«» + &) 



und 

r(a, «J 
Setzt man a 



in o j + ti « - v-(jo*+aj]"-h >- 

i z, = 1 , so wird « , c m = 1 + w -f- — etc. Diese 

Stimme drückt aber auch die Zahl der in a, a m enthaltenen Glieder aus, 

folglich ist diese = K5 ~ '")• 



•) Für den Fall, wenn i,sl ist, hat schon Herr Clausen die eutsprerhende 
Formel gegeben, Journ. für die reine und angew. 3laih. IM. 3 S. 83. und früher Dan. 
Bernoulli in den Nov. com. Off. pe/r. 'i'. 20. in einer Abhnndlung </* fract. cont. pag. tO. 

•*) Die Vergleichung der zwei gleichen Ausdrücke 

<*■ + ■.. 6..« 2^(1^ + 6) 

iiiint zu mehreren merkwürdigen, auch sonst bekannten, und auf andere Weise bewie- 
senen Suminationen von Reihen, die aus Binomialcoefficienten bestehen. Man setze 

m+l 

V(£ a * + t>) — r, und nenne den rten Rinomialroeflicienten der m-}-2len l'otenz, r 85, 
so lindet man durch die gewöhnlichen Regeln des Toteuzürens 

n " + Q| »* + gg - n « - ^(i «' + ft)r+* 



Hub ist x* = {a x + b t x* = ~ + 2..-^ . 6 -f 6» etc. SuUtiluirt man diese Werth» 
statt x*, x A elf. in die Reihe (o), so ist 



m+a 

+2'2> 
+ 



(!>"+ 



(«') «od («0=f»). 



lindet leicht bei einiger Aufmerksamkeit, >lnfs das rle Glied der Reihe («'), 
— (l^f+.*0.«-H0+ 1 ®."+"a + .„„)« (f).**-***-'. Das rle Glied der 

Reihe a w + l + m.6 a*—' .... ut '-'ftj .a hieraus folgt 

m+a f m+i r+i m-f » m-H"t 
»'-Iß -f' JB. ».'^»-f — r-.gj .2-r>-^. 

Dinrh ähnliche Betrachtungen- fiudet man andere ähnliche Reihen, die ich jedoch an 
dieser Steile nicht weiter verfolgen will. 
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6. 

Swzt man nach der früher angenommenen Bezeichnung, den Bruch 

ff m +^- + = F(o m , a\ den Zähler de« redueirtea Bruche» F(a mt a) = 

+ T 

fl m , o, den Kennt» = o, und allgemein den Brucli a„-\ — . — 



,<*/_,; , dessen Zähler a mf o,_ t und Nenuer n n , Oy, so findet mau 
(nach Form. -^.), n mJ a ^ a M .a m _ xi o + b m .a m ^ i a. Nun ist ß m , a = o , o„ ; 
o«-i,a = o,/7 m _ l ; o m . „<i=o,fl m _, folglich a m .«, A w .o,o,,. : , 

uud auf dieselbe M eise kann man /.oigen, dafs überhaupt 
C o,, c m = a m .ri,, n„_ x +b m .a ly o m _,. 
Hierdurch ist eine Rccursionsformcl gegeben, die dem ersten in (1.) gege- 
benen recurrirenden Verfahren entspricht. Kennt man neinlich den re- 
ducirten Bruch /*'(//;, o m _,) und ««-«)» also deren Ziihler a l9 a m _ t ; 

«/ » o m _, , so zeigt die Formel (C), wie man aus diesen deu Zähler des Bru- 
ches a,, a„ ableitet, 

7. 

Es ist or^) = o-f— , » folgbeb (nach Form. C.) 

L 



(•»«., ) 

nun ist F(o w , =■ "—"-+• gubstituirl man diesen (Verth, so Cndet 

T Om+i , «1.1*11 

man nach gehöriger Reduction: 

«, = a nf o m+n . c, -f A m . , a, <*„,_,, 
und ül>erhaupt, wenn /<m — 1 ist: 

o;, = <?/, • «,„ , + • "i, a m _ t .a„4 , , a m+n . 
Diese Formeln zeigen, wie man deu reducirten Kettenbrncb i''(o, a w+ ,) 

linden kann, wenn die reducirten Kettenbrüche /•>„, , a, r + n ) — t 



r{a t O - , *'(«, a„_ u = ^ gegeben sind. 

B2 
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Ausa, n m =a.a l ,a m -{-b l .a ti a m unda ( , a m =a.a lf a M _,+ b t .a ti a m . x 
folgt a, a m .a t , a m _ t — «, , a m . a, = — A, (a, , a w . a, , <»„_, — a, ,a m .a tf a m . x ) ; 
auf dieselbe Welse findet man 

"i> CT m.at>«m-i — a 4 , a„., = — b t (n 1 ,a n .a Jf a«^ — a„ a M .<7 t , a m _,). 

fuhrt man so fort, so fiudet man, dafs überhaupt 

ist, wo da* obere oder untere Zeichen genommen werden mufe, je nach- 
dem die Anzahl der Theilzähler ungrade oder gerade ist, weil 

ist, dieses aber der letzte in den Klammern enthaltene Ausdruck sein 
wird, da dieser im Allgemeinen der Zähler des Ausdrucks 

[^("/,«m) — F ( a l> 

ist, der letzte also n„_ lf n m — «„,_,.«„, sein wird. 

Auf dieselbe Weise kann man zeigen, duls überhaupt 

• Hat man also zwei Brüche F(a { , a m ), F(a h a„_ t \ und zieht diese von ein- 
ander ab, so ist der Zähler des Resultats dem Producte aller im Bruche 
««) enthaltenen Theilzähler, ohne Rücksicht auf das Zeichen, gleich. 
Hieraus folgt zugleich , dafs Zähler und Nenner eines reducirten Ketten- 
bruchs keinen gröfseren gemeinschaftlichen Factor haben können, als das 
Product der in dem Bruche enthaltenen Theilzähler, denn hätten z. B. 
n, a m und a, , a m einen solchen , so wäre das erste Glied der Gleichung 
«, a m . o, , a m _ t — o t , a m . a, a m _ , = b, . . . . b m durch diesen theilbar und das 
zweite nicht, was unmöglich ist *). 

9. 

Aus der Formel (D.) folgt auf dieselbe Weise: 

°> «m+« • Ol > a m-i «i > «m+« • «, «m_« = 

nun ist (nach Form. E.) 
folglich 

«» . a, , a M _ — a x , . a, a m _ x = + « m+l , a m+n (A, . . . . Ä m ), 

*) Sind die Theilzähler eine» Bruches alle = + 1, so hat also Zähler und Nen- 
ner des reducirten Bruches gar keinen gemeinschaftlichen Factor, oder Zahl« uod 
Wenner sind alsdann Primzahlen zu einander. 
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und allgemein, wenn /<m — 1 igt, 

Es sei p<m + n und >m, so giebt die Formel (D.) 
verbindet man diese Formel mit der Formel (Z).), so findet man 

oder (nach Form. F.) 

G. = +Ä m .«, a m _, . b^) *). 

10. 

Es wurde im Vorhergehenden immer vorausgesetzt, dafs während 
und nach der Verwandlung des Kettenbruchs in einen gewöhnlichen Bruch, 
kein gemeinschaftlicher Factor des Ziihlers und Nenners der erhaltenen 
Brüche ausgelassen worden sei (£.3.); es fragt sieh nun, unter welchen 
Umstünden ein solcher Factor möglich ist. 

Die Formel (A.) giebt: -2U5-. = „, + ■»* •«!+..■- haben also Zäh- 

ler und Nenner des reducirten Bruches "«.)> und Z>/ +1 und der 

Zähler dieses Bruches keinen gemeinschaftlichen Factor, so haben auch 
Zähler und Nenner des reducirten Bruches F(a,, a m ) keinen solchen. Der 
reducirte Kettenbruch F(a, a m ) wird ulso immer auf seine kleinste Benen- 
nung gebracht sein, wenn alle Theilzähler = ±1 sind, da Zähler und 
Nenner des Bruches F(n m ^ l , a„) , die bezüglich a m _ l .a„ und n m sind, 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben (vergl. §. 8. Anmerk.). Haben 
Zähler und Nenner des Bruches F(Oi t a m ) d.h. «/ . a /+1 , a m -|- . , a m 
und a l4> , a„, keinen gemeinschaftlichen Factor, so haben auch a /+l a m und 
°f+«> a m d.h. Zähler und Nenner des Kettenbruchs F(« /+t ,a„) keinen 
solchen, also überhaupt auch nicht Zähler und Nenner des Bruches 
F{ai+ryt*m)' Ist dagegen der reducirte Kettenbruch F(a t¥l , a m ) nicht auf 
seine kleinste Benennung gebracht, so wird dies auch bei dem Ketten- 
bruche F(a,,aJ der Fall sein, und überhaupt werden alsdann Zähler und 
Nenner des Kettenbruchs F(a,a m ) denselben gemeinschaftlicheu Factor 



*) Die Formeln (F.) and (G.) enthaften al» einzelne Fälle »He Formel», die 

Eni er (Nov. comm. petr. 'J\ IX. pag. 53. seq.) und Kramp (Eiern. cCArithm. univ. 
/. 8.) gegeben haben. Aus (ß.) und (£.) folgen auch die Formeln, die Gaufs (Ütiq. 
arühm. pag. 17. nof.) gegeben h»t. 
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euthaiten, wie F(a„a m ). Haben die Gräften A„ +l , einen ge~ 

roeioscliaftlichea Factor, so werden auch Zähler und Nenner des Bruches 
F(a, «„,+„) einen solchen und zwar denselben haben, denn es sei A m+ , = Ap, 

fl m+I =A(j, Ä^, —4r, Om+l > <*m+» = *, Om+J » «m+n = f , SO ist 
,v„ „ l A * _ a m .A{qs + rt)+Aps 
t , <WJ ~ a - + —7^7 - 1 

da also Ziihler und Nenner des Bruches F(a m , a n +„) den gemeinschaftlichen 
Factor A haben, so müssen auch, wie eben gezeigt wurde, Zähler und Nen- 
ner des rcducirten Kettenbruches F(a, « m+ ,) denselben gemeinschaftlichen 
Factor haben. Hieraus folgt, dafs man iu jedem Kettenbruche, seines Wer- 
tbes unbeschadet, die drei auf einander folgenden Grbfsen b t , a t , mit 
einer beliebigen Grüfee multipliciren oder dividiren kann. 

Sind a m +<, b m , a m ungrade Zahlen, A m+l eine gerade Zahl, so hat 
der reducirte Bruch (a, a m ) in Zähler und Nenner den Factor 2. Denn 

also haben Zähler und Jfenner des Bruches F(a m ^_ t> c m ), folglich auch die 
de» Bruches a, a m den gemeinschaftlichen Factor 2. 

Ist Z>„, — /v« m _,, a„^=lt m _ t — r, so haben Zähler und Nenner de» 
rcducirten Bruches I'\a m _, f a m ) und daher auch Zähler und Neuner des 
reducirten Bruches F(a t a m ) den gemeinschaftlichen Factor i m _ t . Denn es ist 

* Cfc^. O - + , f , aw ., - ^TTa— ' 

' 



Von den Keltenbrüchen , deren Theilsühler und Tfaeilnenner alle gansse positive 

Rahlen sind. 

11. 

Unter den besonderen Füllen, welche die oben gegebene Th< 
umfahrt, ist besonders der wichtig, wenn alle Theilzühler und Theilnenner 
gauze positive Zahlen, und die einzelnen Theilbrüche mit dem + Zei- 
chen verbunden sind, da später gezeigt werden soll . dafs sich auf solche 
Brüche alle andern ztirüe.kfüiireu lassen, deren Theilzühler oder Theilnen- 
ner alle oder t heil weise gebrochene rationale Zahlen, und deren Theilbrüche 
alle oder theil weise mit dem — Zeichen verbundeu sind. Die Formel (A.) 
zeigt, dafe bei solchen Brüchen, Zähler und Nenner eines jedes folgenden 
reducirten Bruches in der Reihe F(a, a m ), l (a lf a m ), aj . . . 
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»er werden, als die der vorhergehenden, dafo Überhaupt a^, a m <^ai, n m 
ist; eben so folgt ans Formel (/>•), Hais a, n m ^>a, o m _, ist. Hiernach fin- 
det man durch Formel {F.) t daß» die Brüche 

'. F(a, o) = -f , F(a, ojf «.)...- 

«ich dem Werthe des Bruches F(a, a m + n ) immer mehr nähern, und ab- 
wechselnd kleiner oder gröfser als derselbe werden. Denn nimmt man 
zwei in der Reihe auf einander folgende Brüche F(a, fl;), F(a, n, 4l ), so 
hat man 

1. F(a, a mJfn ) - F(a, a,) s + " m+ Jb, ....b lM ) 

2. F(o, a m+n ) - FC«, a, +I ) = ± — *>fr . 

Da nun «*+„<" n/ +8 , ««•+«.> « t » «/«C 0 »» ' 8t > 80 » st ohne Rücksicht 

auf das Zeichen (2.) < (1.)» also F(a, a /+l ) dem Werthe von F(a,a m+n ) 
näher als F(a,ni), nnd da (1.) und (2.) entgegengesetzte Zeichen haben, 

so ist F(a, a^ x )^F(a, a m+n ), je nachdem /"(n, a t )^ F(n, a m ^) ist. Man 

nennt deswegen die Brüche F(a,a) t F(a,a t ) etc. Nähorungsbrüche 
von F(a, «„,+„). Nennt man F(a f a)=-a den ersten Näherungsbruch, 
F(a, a,) den zweiten, etc., so kann man sagen: alle Näheruugsbrüche, de- 
ren Stelle gerade ist, sind grofaer, alle, deren Stelle ungrade ist, kleiner 
als der ganze Kettenbruch. 

Es ist leicht, die Grenzen zu bestimmen, zwischen welchen 

ai+z , rtm+n -b, .... fe/4 t 

oder der Fehler y den man begeht, weun man F(a,a,) statt a m+ „) 
nimmt, enthalten ist. Aus Formel (ü,) folgt: 

da nun a, +l , a m+ „>«/ +3 , « m+ „ ist, so ist 
also 

&, ..... fr/4, _ >if" fr+1 ft, .... 

«x* o»+ ( i.o J> oi o, , "m+ n m a t , ai(a t , u/ +1 -f-&/ +1 .a, , aj) 

O, , a/ 

a;+,, o m +, 

und < -**^*te- 



«i , «/•«! , a/+ 

Eine andere Gränzenbestiimmmg gicbt folgende Betrachtung. Mau setze 
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F(a, o t ) weniger von a m+ „) verschieden ist als **(«, n^,), 

sein, wo £ eine positive Gröfse bedeutet, also 

F(a t ai) — F(a, ai _ t ) = ±(2 9 + t). 
Gilt da» obere Zeichen, so ist daher 

F(a, fl ,)-^° bl> od e r y <r , 

2 y 2.a 1# oi.a,, o,.,» 

gilt dagegen das untere, so hat man 2? + r = — F ("><*i) oder 

y< 2.a7,^Vä.X ~ (naCh FOrmd £,) * ^ rt ' n '+^ UÜhert 8idl *'(«»"».+•) 
mehr als F(a,a { ) und jF(«, <**_,), man kann also 

"«4») — * («> *»/+.) = >T (9 — d ) 
setzen, wo d positiv und >/ sein mufs, also ist 

also 

2 ? >±[/<(a,«, + 0 oder , >±r ^J^-. 
Es sei z. B. der Kettenbruch 1 +-5- , 3 . = 77^ gegeben. Die 

+ i 

Naherungsbrüche sind ±, |», g, Es ist 

H = 1,549413735344, ^ = 1,551724137931, 

also der Unterschied dieser beiden Bräche 0,00231040287. Mau setze ihn 
= 9; hier ist = 15; a lf «, = 87; a,, o /+1 ;=:)97; a /+l =<>; also 

nach der ersten Griinzenbestimmung ?< \,'*' 5 oder < 0,0023404025876 

(also bis auf die zuletzt entwickelte Stelle dem wahren Wcrthe gleich), 

120 

9> 87 (597+87)' d * h * >°>W02..... 
Nach der zweiten Grünzenbestiuimung ist 

9<2^67> d * b - <<V»»..« *>pg^., cl.h. > 0,001. 

42. 

Es kann keinen Bruch geben, der niiher oder eben so uahe zu 
F(a,a m ) wäre als irgend ein Näherungsbruch *(a,o,), wenn "<r~^-; 
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ist. Ist F(a, a,) grö&er oder kleiner wie F(a, o m ), so ist F(a, o /+1 ) kleiner 
oder gröfser als derselbe Bruch, und ihm zugleich näher, ~ mufs also 
entweder zwischen F(a, o,) und F(a t a, +x ) fallen, und, der Voraussetzung 

gemuls, letzterem näher als ersterera sein, oder ~ muß» kleiner oder gro- 
ßer als F(o, a l+l ) sein, je nachdem F(a,ai) grüfser oder kleiner als 
/'(ff, o /+t ) ist. In jedem Falle wird der Unterschied zwischen — und 

F(a, a f+t ) weniger betragen müssen, als der Unterschied zwischen F(a, a^J 
und F(n. a,) (ohne Rücksicht auf das Vorzeichen). Dies ist aber unmög- 
lich. Denn es ist 



n K *** J n.a, , 0/+, 

Nun ist n< b " 1 ' ° b , m.a iy — ff. ff, fl/+,> 1 (ohne Rücksicht auf das 
Vorzeichen), also nothwendig 

[2.— F(«, ff, +I }]>/>, o l+t )-F(a, ff,). 
Hieraus folgt zugleich, dafs zwischen zwei Näherungsbrüche F(a, a,) und 
F(a, «,+,) kein Bruch £ fallen kann, dessen Nenner Z ä^T^ wäre, 
weil sonst "'•"-"-""" <; Ji -^ ot i er < l — sein 

mürste, was unmöglich ist. " 

13. 

Es wurde früher gezeigt, dafs ff , ß m . ff, , ff,»-, — a l ,a„.a, c m _, = 
±b t .b b ist. Man darf aber nicht umgekehrt behaupten, dafs, wenn 

7/i. a m _,— //.<i, o w _,= ±6 ....o m ist, auch nothwendig ™ = 8ei ' 

Denn man setze 

m = (ff M ±r).ff,o m °m-, ; ff = (ff m ±r)ff,, ß m _, + 4 IB .o.,ff^_, 
wo r eine beliebige Zahl bedeuten mag; m und n sind also bezüglich 
nicht bs o, o m und ff, , c m ; aber dennoch ist 

m.a t , o m _ —fi.a,a m _ l =b m (a, a m ^ . c, , <i m _,— ff, , o m _, . ff , c m _ ,) = ± 6, . . . b m . 
Der Bruch - = («--'•)•«. «~ +*■■«, wlrd immer zwischen den 

n (o„— r).a,, o m _,-f 6,.. aj , o m _« 

c 
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Brüchen F(a, <*„_,), F(a f a„) enthalten, und daher selbst ein Nüherungs- 
bmoh »ein, wenu r eine positive Zahl und <«« ist. Es sei /'(c, o m _,) 
gröfaer, also F(a,a m . l ) kleiner als F(a f a m ) f so ist 

— — * («, = — — . 

n n.a, , 

Der Zähler dieses letzten Bruches ist eine negative Gröfse, da F(a, 
<F(a, a m ^) ist, daher ^<F(a, <*„_,). Ferner ist F(o, a m ) — 

— r)j>, o w -,.«i, , a„ — a, . <?„_,. a, a m ]+h m [a, a w - a .n, , n m — a, o w 1 _ 

«•«Ii «m 

r(a, o m . o, , »m-i — " t , dn. «. r. fr, ... . b m 

n a,, a M n.a, , o m 

Der Zähler dieses Bruches ist positiv, da F(a, a m ) >*'(«, a^,) ist, und 
daher ^>F(a,a m ). Wäre F(«, a M _.) kleiner, also «„_.), so würde 

man eben so beweisen, dafs — °«- ») ""^ Zwischen 

Jede 2wei JVäherungsbrüche F(a t a M ) und F(a, a„_ t \ sind also « — 1 Brüche 
enthalten, die sich gleichfalls dem wahren Bruche uäheru, uud man er- 
hält sie, indem in dem oben gegebeuen Werthe von — für r allmälig 

alle Zahlen von 1 bis o m — 1 suhstituirt %verden. Man nennt diese Brüche 
eingeschaltete. 

Zieht man zwei auf einander folgende eingeschaltete Brüche von 
einander ab, z. B. 

(a m — r)a, a m -i-\-h m .a, a m - t ^ (<*m — r-{-i)g, q m _, -f- b m . a, g^, 
("m — r)a, , o„_, -\-b m .a, , «„,_, (o m — r-\- lja, , a m _,-j-A w .a, , o m _, ' 

so ist der Zähler des Unterschieds, vorausgesetzt, dafs man den kleineren 
vom größeren abzieht, = b m («, a^.a, ,c m _ 4 — a, a m _ .a, , a m .,). Ut 
F(a,a m _ 1 )<ZF(a 1 a m , t ) i so ist dieser Zähler = — 6 M . Jeder folgende 
eingeschaltete Brucli wird also dann kleiner als der vorhergehende, und 
uuhert sich daher F(a,a m ) mehr; ist dagegen F(a, o m _,) >/'(«, </,„_,), so 
ist der Zähler = b m ....b ti also jeder folgende eingeschaltete Bruch grö- 
ßer als der vorhergehende, und daher F(a, a m ) näher. Hieraus folgt, 
dafs zwischen zwei solchen auf eiuander folgenden eingeschalteten Brüchen 
kein Bnich, dessen Kenner gleich oder kleiner als 

(o„ — r-f- ffm-i + fr-.O, Om-t 

b,....b m 

ist, liegen kann. Der Beweis ist wie in 12. 
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andere Art von eingeschalteten Brüchen erhält man, wenn 
man m = a m .o, o m _ t + (b„ — r) .a, o n ., f n = o m .n it (A m — r) *, , 0 , 



setzt, wo r eine positive Zahl < b m bedeutet. Es seien wieder F(a, a„_ t ), 
F(«, fl m _,), F (er, o m ) drei Näherungsbrüche, und F(a, F(<x, a m ) gr ö. 

fser, o m _,) kleiner als der ganze Bruch, oder F(a, a n ) demselben 
gleich, so ist 

»» a, am 

o„-,.<t, , a M - o, , a m _i.g f <,„)+ (b m — r)(a, o w _,.o, , o m -n, , q,_.a, q m ) 

"•«I , «m 

— r ^"» °m-t • , — a, , ff») 

»»•«1 , <>m 

Nun ist /•(«, «„_,)> F(<r, o m ), also der Zähler des Bruches negativ, d.h. 
^<F(o,o m ), ferner ist 

w °» g " -> _ (frm— r)[a , o^.^.^-q, o w _,.a, , Qw _.l 



•l > "m— i 



■ l > "m— i 



Der Zähler dieses Bruches ist positiv, weil F(a, fl m _) größer wie F(a, a m _ t ) 
ist, daher — > F( o, o m _, ). Dieser Bruch — nähert sich dem wahren 
Werthe immer mehr, als F(a, <?„_,), weil er zwischen F(a, «„_,) und 
% fl Ji (welches letztere dem wahren Werthe näher ist wfoFfc «„_,)), 
liegt, kann sich al>er demselben bald mehr bald weniger wie a, a m nähern. 
XYXr*F(a,a m ) kleiner, F(o, grüfser als der wahre Werth des Bruches, 
so würde aus den eben bewiesenen Formeln folgen, dafs —>F(a,a M ) 
und <F(a,fl m _,) ist. 

14. 

Es seien F(a,a m ) = a + b b f ± , « + ^ ^_ zwe i 

1 'a J etc. * »* 

Kettenbrüche von der in f. 11. beschriebenen Art, deren Theilzähler alle 
gleich, und deren Theilnenner den darüber stehenden Theilzählern ent- 
weder gleich, oder gröfser als dieselben sind, d. h. im Allgemeinen g-/>ä,, 
so können diese Brache nicht gleich sein, wenn nicht a = «, 

o, = a , und überhaupt a t = a, ist. Denn es sei ^ , =M,^-. = JV, 
* fl a 4- e,f ' 'a a +etc. * 

also M und JV positive Grüsen, so sind die Brüche —^-^y —3-5? beide 

-fi «j-r-iv 

kleiner wie 1 ; sollen also F(o, a„), F(«e, « m ) gleich sein, so muls auoh 
o = a sein , folglich auch o, -f /W = « t + A. Nun sind und JV beide 

C 2 
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kleiner wie 1, also «, = «,, Führt man auf diese Weise fort, so findet 
man, dafs überhaupt a„ = «,„ sein mufs. Man bemerke, dafs es bei die- 
sem Beweise nicht darauf ankommt, ob die Anzahl der Theilnenoer be- 
gränzt ist; der Satz gilt also auch für unendliche Kettenbrüche, sofern 
alle Theilzähler und Theilnenner positive ganze Zahlen und die Tbeil- 
bräche mit dem + Zeichen verbunden sind. 

15. 

Besonders wichtig sind die in §.11. bezeichneten Brüche, weun 
alle Theilzähler =1 sind. Man nennt sie dann gewöhnliche oder ge- 
meine Kettenbrüche. Es sollen hier ihre besonderen Eigenschaften, so- 
fern sie aus dem Frühern folgen, zusammengestellt werden. 

o) Es ist 

a, a m = a .a if a m -f a tt n n (nach Formel J.\ 
a, a M = a M .a, o m _, + «, a m _ t (nach Formel C). 

b) Die Brüche F(a,o), t\a, o,) u. s. w. sind Nüherungsbroche 
des ganzen Kettenbruchs , und zwar ist ihm jeder in der Reihe folgende 
näher als ein vorhergender. Diese Näherungsbrüche sind abwechselnd 
gröfser oder kleiner wie der ganze Bruch. Die d ranzen, innerhalb welcher 
der Unterschied zwischen dem ganzen Bruche F(o, a m ) und einem Nähe- 
rungsbruche F(a f aj) eingeschlossen sind, werden hier, 

9< - ! , , (nach §. 11.). 

c) Jeder Näherungsbruch ist dem wahren Werthe näher als jeder 
andere Bruch mit kleinerem Nenner, und zwischen zwei Näherungsbrüchen 
kann kein Bruch mit gleichem oder kleinerem Nenner, als der gröfsere 
Nenner der beiden Brüche ist, fallen (nach $. 12.). 

rf) Zieht man den ersten von zwei auf einander folgenden Nähe- 
rungsbrücheu vom zweiten ab, so ist der Zähler des Braches der ihren 
Unterschied angiebt, =±1, wo das obere oder untere Zeichen gilt, je 
nachdem die Anzahl der Theilzähler gerade oder ungerade ist. Jeder 
Näheruugsbruch , so wie der ganze reducirte Bruch, ist daher auf seine 
kleinste Benennung gebracht (nach §. 8.). 

e) Zwei gewöhnliche Kettenbrüche können nicht gleich sein, wenn 
sie nicht identisch sind (nach §. 14.). 
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f) Wenn o m ]> 1 ist, so lassen sich zwischen F(a, a m _^) und F(a, o m ), 
noch a M — 1 Brüche einschalten, die dem wahren Wertho näher ab F(a t o m _,) 
und weniger nahe als F(a, a m ) sind. Der Unterschied zweier auf einander 
folgender eingeschalteter Brüche hat immer + 1 zum Zähler, wo das ohere 
oder untere Zeichen genommen werden mufs, je nachdem die beiden 
Nüherungsbrüche, zwischen welchen sie enthalten sind, beide weniger als 
der wahre Werth betragen, oder nicht, vorausgesetzt, dafs man den klei- 
neren NÜherung8hruch vom gröfseren abzieht *). Zwischen zwei einge- 
geschalteten Brüchen kann keiu dritter liegen, dessen Nenner kleiner 
wäre als der des gröfsten, oder ihm gleich (nach §. 13.). 

Die zweite Art von eingeschalteten Brüchen füllt hier natürlich weg. 

g) Es seien ~ f g drei aufeinander folgende Näherungsbrüche, 

so ist 06,-0,6 = ±1 u x b„— +1, also (a„ — n )b x — (b„ — F)a xt 

oder ^i=^ — das heilst, wenn man drei auf einander folgende Nähe- 

rungsbrüche hat, und den Zähler des ersten vom Zähler des dritten, eben 
so den Neuner des ersten vom Neuner des dritten abzieht, so wird die 
erste Differenz, durch die zweite dividirt, dem zweiten Nüherungsbruche 
gleich sein; aber man wird dadurch nicht immer diesen Bruch in der 
kleinsten Benennung erhalten: denn ist a m der letzte in a„ enthaltene 
Theilnenuer, so ist 

o„ = a m .a l + a, b„ = a m . b x + b, 

also 

a„ — a=za m .a lf b„—b = a m .b l ', 
sind dagegen y, — t |- drei auf einander folgende eingeschaltete Bruche, 
so ist ob l -a,b = ±l, a x b„-Q„b t = ±l, also (a + o„) A, = (ä -f- b„) o, , 
oder ä^=r» welches Resultat sich leicht in Worten ausdrücken läfst. 
Auch hier erhält man nicht immer den Bruch in der kleinsten Benenuung. 

16. 

Mehrere der früher erwähnten Sätze können unverändert auch auf 
unendliche Kettenbrüche ausgedehnt werden. Denkt man sich nemlich 
einen solchen Kettenbruch in zwei Theile getheilt, wovon der erste die 



•) Die eingeschalteten Brüche sind also immer auf ihre kleinste Benennung 
gebracht. 
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Glieder bis zu einem gewissen Theilnenner a„_ lf der andere die Glieder 
von dem folgenden Theilnenner an und weiter enthüll, so kann man den 
zweiten Theil als summirt betrachten , und diese Summe = a m setzen. 
Man hat alsdann auch in diesem Falle 

*j, ff» = «/ . a, +l , a m -f- . o /+4 , a m (§. 3.) , 
= a m .a h a^+bn.o,, o m _« (§. 6.), 
und wenn man den summirten Theil a m+n nennt: 

a, a m +, = a m , . a, o«., + b m . a m + t , a m+n . o, c m _, (§. 7.). 



B. Verwandlung gegebener Kellenbriuhe in andere, sowohl der endlichen als 

der unendlichen. 

17. 

Es wurde schon früher (§. 2.) an einem Beispiele gezeigt, dafs meh- 
rere Kettenhriiche, die nicht identisch sind, einander gleich »ein können. 
Es sollen nun hier die erheblichsten Methoden gegeben werden, vermittelst 
welcher man einen gegebenen Kettenbruch, seines Werthes unbeschadet, 
in einen andern verwandeln kann. Der Nutzen solcher Verwandlungen 
wird sich beim späteren Gebrauche von selbst ergeben. Der Raum-Erspa- 
rung wegen soll aber von jetzt an in den meisten Füllen eine andere Be- 
zeichnung für die Kettenbrüche angewandt werden; nemlich statt der frü- 
heren Bezeichnungsart: 

1 ' o, -f- etc - 

schreibe ich jetzt: o m ) = F(a + *,: o, + b t :o t etc.), wo also immer 
zwischen einem Theilzühler und dem dazu gehörenden Theilnenner zwei 
Puucte stehen. Sollte ein Theilzühler oder Theilnenner schon ein Bruch 
sein, so wird er auch in Form eines Bruches geschrieben. Ware z. B. 

der Bruch o-f- gegeben, so würde dieser Bruch nach der neuen Be- 

a, 

"i 

— etc. 
°i 

Zeichnung, wie folgt, ausgedrückt werden müssen : l '{a + ^ : o, + b t : '± etc.) . 

Sollte ein Theilzühler oder Theilnenner aus mehreren, durch ± verbun- 
denen Gliedern bestehen, so werde ich ihn, wenn Zweideutigkeit ent- 
stehen könnte, in Klammern einschließen. 
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18. 

In jedem Kettenbruohe F(a,a m ^,) kann man, seines Wer- 
thes unbeschadet, einen Theilzähler, den darauf folgenden 
Theilnenner und den auf diesen folgenden Theilzähler mit 
einem und demselben beliebigen Ausdrucke m ultiplioir en 
oder dividiren. Für endliche Kettenbrüche ist der Satz schon früher 
bewiesen worden (§. 10.); es ist aber leicht einzusehen, dafs er auch 
für unendliche gilt, wenn man den Werth des unendlichen Kettenbruchs 

F(a m+l , a m+B )= — setzt, weil am angeführten Orte über die Werthe von 

s und / gar nichts Näheres bestimmt worden ist. Hierdurch erhält man 
ein Mittel, Kettenbrüche, deren Theilzähler oder Theilnenner Bruche sind, 
in audere zu verwandeln, deren Theilzähler oder Theilnenner keine Brüche 

enthalten. Es sei z. B. der Kettenbruch A = f(— 4- |i : — 4- 4* : — etc.), 

\a ß t a t fit a, / 

so ist 

= F(^ + «..«,: 0 ..(3. + 4 -^:|-;e,c.) 

= F(i + 4 1 .«. ! «,.P. + *..« 1 .0,:^clc.). 
Man sieht, dafs auf diese Weise alle gebrochenen Theilzähler und Theil- 
nenner weggeschafft werden können, den ersten Theilnenner £ jedoeh 
ausgenommen. 

19. 

Da der Werth eines Kettenbruchs derselbe bleibt* wenn man zwei 
auf einander folgende Theilzähler b„ f A, 7+ , und den dazwischen liegenden 
Theilnenner a m mit — 1 multiplicirt, so kann mau jeden Kettenbruch mit 
negativen Theilnennern in eineu andern verwandeln, der nur positive Theil- 
nenner enthalt, den ersten Theilnenner ausgenommen, der sein Vorzei- 
chen behalt. Es sei z. B. der Kettenbruch 

A = F ( ± a + b x : - a t 4- b, ; — a a 4- b 3 : — a, etc. ), 

so ist 

A — F(+a — 6 l 2 a, — b t : — ß,-j-b 3 : — a 3 etc) 
= F(+a — b t : a l -{-b^ n i — b } : — etc.) 
= F{ + a — b x : a, -f- b t : a t + b s : n t etc.). 
Sind aber di<; Tlicilnenuer eines Kettenbruches alle positiv, so ist es leicht, 



Digitized by Google 



- 24 — 

die etwa darin enthaltenen negativen Theilzähler wegzuschaffen, und so 
den Bruch in einen anderen zu verwandeln, der nur positive Theilzähler 
und Theilnenner enthält. Denn es ist allgemein 

wovon man sich leicht überzeugen kann, wenn man beide Brüche in ge- 
wöhnliche verwandelt. Will man also den Kettenbruch 
A = F(a—b l :a l — b t : a t — b s : o, etc.) 
in einen anderen verwandeln, der nur positive Theilziihler hat, so setze man 
Ä = F(_Ä i :o,_Ä J :fl J etc), also Az= /•'([«— 1J+1 : 1 + ß. — 6,-f-B); 
nun setze man R! = F( — b 3 : o 3 etc.) , also R = F( — 1 + 1 : 1 -j- b t : a t — b t -\-R t ) 
und A=F([a — jI + ;(«,—*.— 1)+ 1 : 1 + A 8 :fl, — A.+Ä,), und 
eben so findet man A = 

*(["— l)+i«l+*j:«s— *j etc.). 
Dieser Bruch wird daher nur positive Theilziihler und Theilnenner ent- 
halten, wenn nicht etwa irgend ein Theilnenner a m kleiner ist als 

20. 

Ein Kettenbruoh, der gebrochene oder negative Theilziihler oder 
Theilnenner enthält, kann also zuerst nach (§. 18.) in einen andern ver- 
wandelt werden, der nur ganze Theilziihler und Theilnenner enthält, die- 
ser wieder nach (§. 19.) in einen andern, der nur positive Theilzähler und 
Theilnenner hat (den erwähnten Ausnahmefall bei Seite gesetzt); nur 
der erste Theilnenner könnte gebrochen oder negativ sein, diesen brauchte 
man alsdann nur auf die andere Seite zu bringen, um auf der einen Seite 
einen Kettenbruch mit blos ganzen positiven Theilzählern und Theil- 
nennern zu haben. Hierdurch ist eine frühere Behauptung gerechtfertigt 
(vergl. §. 11.). 

21. 

Will man einen Kettenbruch mit einer Zahl x multipliciren , so 
braucht man nur den ersten Theilzähler und Theiluenuer mit x zu mul- 
tipliciren. Ist z.B. der Kettenbruch A=a + ![± gegeben, wo Ii wieder 

die Summe eines Ketten bruchs ausdrückt, so hat man x.A=ix.a-{- x>jj't 
ist der erste Theilnenner = 0, so braucht man nur den ersten Theilzähler 
mit x zu multipliciren. Will man einen Kettenbruch mit x dividiren, so 
dividire mau deu ersten Theilnenner, und multiplicire den zweiten Theil- 
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zäbler imd zweiten Theilnenner mit x. Ist z. B. der Kettenbruch A = 

d. = JL + J^ bt 

x x 1 x.n,-| j^-. 

22. 

Ist in einem Kettenbruche l\a f a„+„) ein Theilzähler b n = 0 so 
bricht der Bruch bei 6 m ab, wenn F(o m , c m+ .) nicht =0 ist. Hat man 
z. B. F(a, o^) = F(a + b, : ff, + 0: ff, etc.), uud ist F(ff„ o m+B ) „icht =0 
so ist F(«, o m+II ) = fl-j.-L. Man darf aber nicht unbedingt behaupten«), 
dafs, wenn ein Theilzähler b m = 0 ist, alle folgenden Glieder, des Wer- 
thes des Bruches unbeschadet, weggelassen werden künnon, weil es müg- 
lieh ist, dafs auch F(a m , ff m+B ) = 0 ist, und alsdann bm = 1 einen 

bestimmten Werth haben kann. Dafs solche Fülle wirklich vorkommen, 
wird sich später zeigen. 

23. 

Ist ein Theilnenner = 0, so Iiifst sich der Kettenbruch zusammen« 
ziehen. Hat man z. B. F(o, o m ) = c + , fr, , so ist 

aber F( 0 ., 0 = 0 . + _A-^, fW-.+^ + rjj^ 
und da F(ff„ = 0j + ■ *» so ist 

24. 

Aus §. 7. ergiebt sieb eine Methode, jeden Kettenbruch in einen 
andern zu verwandeln, der weniger Theilbrüche ab der erste enthält. 
Es wurde nemlich dort gezeigt, dafs 

F(o f ff m+B ) = F ( am > am +") ' q ' + ftm . o . «T,.-. 

ist, oder 



») Diese Behauptung findet man z. ß. in Eytelweins ^oalysis Bd. 1. {,2r.'J. 

o 
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F (e> «W») • F (a M , • «, , c^, + F(a, a^) ,b m .a lt a 
— F ( a m, °m + Jo, a m _ t — b m .o, a„_ t = 0, 
uud wenn man alle Glieder mit ff, , dividirt: 

F(a, a m+H ) . F(« m , Qm+H ) + JT(a, . b m . 

Hieraua folgt "" 0m_l 

fF(«, _ X [/'(«,„ , a m+n ) + Z, m . Sliü==fl = 

Nun ist a m _, . n, , r <m _, — a , . «, , o w _ 3 = ±l> t .b t 6^ (§. 8.) , also 

1. = ^(a,^)± ; »■— -*= , 

folglich ist auch 

2. F(« (B ,n m+n )=^K.,« 4 _ l )± . tsÜZ^hi 

also / 



N «m+u Olm-» / 

ci m+H ) könnte man wieder auf ähnliche Weise wie (1.) und (2.) 
verwandeln, und man sieht leicht, wie sich der auf diese Weise erhaltene 
Kettenbruch weiter fortsetzen läfst. Der ganze Ausdruck läfst sich aber 
noch sehr vereinfachen. Zuvörderst bemerke man, dafs überhaupt, wenn 
s irgend eine ganze Zahl bedeutet, 
3. - P(a-, <H«»~d± »„4. ■■■■*,.+■■■. 

vorausgesetzt, dafe m-\-n'^>(s-{-l)m ist. Ferner 



«(.+i)m-^ -f- a» w+l , a {t+1)in _ 1 . / ? (<i tä+l]m , «„+.) ' 



5. = - ( hu+j-im 

Aus (3.) und (4.) folgt 

6. F (t*,m,<*m+») = *X««.,«t* l>M )±Z,, 
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Substituirt man diesen Werth in (5.), so bat man, nach gehöriger Reduction: 
Z } = X 

/ fr/m+i • » » » fy/-H*m- tH,+ t )m+i, a^+^m—i \ 

oder (nach §. 7. Form. Z>.): 

j g 1 / ^m-f i • , a(,-H)»t- i \ 

Aus (6.) folgt 

F(«, * m+ „) = F(a, + Z„ = i-|*=| + Z 0 , 
also, nach (7.): 

<w„) = — ^— (a, ± ^ , - •■ l ' m - g - + ' ' -) . 

Für kann man nun wieder seinen Werth aus (7.) Substituten, und man 
siebt, wie auf diese Weise der ganze Kettenbruch fortgesetzt werden kann. 
Man erhiilt alsdann: 

8. F(a, o m+ „) es 

' ( ~ ~ j_ • * • " • °n»+u "tm— i 

I °m—i X 7 1 

° i » °m-\ ' i /••„, f i »« ■ « »im -"p "m-i • Wjm+i « ")n-i 
«ii a»m-i± 



^lw-fi • • • . t'im • °i».|-i t P«»»-t • "Imf » 

6 iro+i .... . QiMti , Olm- 1 • <**m+i » i \ 
"*"* + " '""'-«Ji.+.iBii»-! elc. / 

Wäre der erste Theilnenner a = 0, so wäre a, = 6, . a %t und 

woraus sich dann wieder der ganze gesuchte Kettenbruch entwickeln Infstt 
Betrachtet man die Formel (8.) mit Aufmerksamkeit, so siebt man, 
dafs sie so viel Theilbrüche enthalt als man Gruppen o,, o m _,; o m+I , a %m _ v 
u.s.w. hat. Im ursprünglichen Bruche F(a, a m +„) sind aber von ff„ bis 
« m+l , letzteres nicht mit eingeschlossen , m Theilbrüche, eben so viel von 
bis a tm u. s. w. Der Ketteubruch (8.) enthält daher m mal weniger 
Glieder als der ursprüngliche, wenn man den ersten Theilnenner a nicht 
mitzählt. Übrigens folgt aus §. 8. , dafs man in den vorhergehenden For- 
meln die positiven oder negativen Zeichen nehmen mufs, je nacbdem die 
Anzahl der in a, o m _, enthaltenen Theilzähler gerade oder ungerade, d. h. 
je nachdem m ungerade oder gerade ist. 

D2 
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Die Formel (8.) ist besonders dann bequem, wenn der Kettenbruch 
F(a, o m+B ) so beschaffen ist, dafs nach einer Anzahl von m Theilbrüchen 
dieselben Thcilzähler und Theilnenner in derselben Ordnung wiederkehren, 
so dafs 

°»> °sm-i = O a m+, , Oj„_, etC , 

°i> O a m-» = °m+i> fl]«-i = 0«+ij «4«-! etC.» 

©» . . . . b m = Ä m+l . . . . 6^ = . . . . b Jm etc. ist. 

Alsdann ist 



F(o, ff^) = a -4-( ff ' ± h^h^^ 



Man bemerke ferner, dafs c, , a^, es c, , a m . t . c M , + A m . o, , o w _ a . a^, , a tm . t 
ist (§. 7. D.) f aber nach der Voraussetzung ff,, ff m _, = fftm_i> also 
o,, = «„ Cm-, («») + K . ff,, c Ä _ t ) = a,, o„_ t . r, wenn man 

setzt. Hieraus folgt F(a, a m+ „) = 

— - — *»-,± •••• • «», «»^ : r . ff „ ff,— »+ («, , «„_,)» :r. ff., ff m _, 

°'i fl m-i 

+ 6,....6 m (ff,, o^O^r.ff,,«!,,., etc.) 

oder (nach $. 18.) 

9. F(n, a„+ n ) bbs — ^ — F ( a > a m- i±b l ..-b m :r±b l .,..b m ir±b t ....b m :retc). 

Es sei z. B. der unendliche Kettenbrach F(2 : 3+2:3+2:3 etc.) 

gegeben, und man habe zw = 3 gesetzt. Weil hier der erste Theilnenner 

= 0 ist, so ist o, ff««, = £>,.«,, fl m _,, und ff m _, der Nenner, &,.a a > °W-i 

2 

der Zähler des Bruches y+—> q **° fl *-i= H> ^.a^ = 6, ferner 

2 

ist n,, «m-a=ff,, «,=«,=3, a my a gm _, der Zähler des Bruches 3 + T , 2 , 

a "T 3 

also =39, und r = 45, auch 6, .... = 8, folglich F(ff, 

= tt f (6 + 8:45 + 8:45 + 8:45 etc.). Würde man für m eine andere 
Zahl annehmen, so wurde man natürlich einen andern Ausdruck erhalten. 
Man kann aber auch für den Werth m — 3 noch andere Ausdrucke er- 
halten. Man verwandle z. B. zuerst den Kettenbruch F(3 + 2 : 3 + 2 : 3 eto.) 
nach Formel (8.), so erhält man T T T ^(39 + 8:45+8:45 etc.), also 
F(2:3 + 2:3 + 2:3 etc.) = 2: ^(39 +8:45 + 8:45 etc.) = 
F(22 : 39 + 8 : 45 + 8 : 45 etc.) , 
und es Uelsen sich auf ähnliche Weise noch ähnliche Verwandlungen des 
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Kettenbruchs F(2:3 + 2:3 + 2:3 etc.) bewerstelligen, der, wie später 
hellen wird, eine Wurzel der Gleichung x*-f-3x — 2=0 ist. 

Noch ist der Fall merkwürdig, wenn die Theilzühler und Theil- 
nenner in derselben Ordnung wiederkehren, jedoch mit Ausnahme von 
— a m und b m , b tm .... b tmt die unter einander ungleich sein 
sollen. Ist also l <m, so hat man auch in diesem Falle allgemein 
«/» a «-i = "i+m , «im-. = a t+tm , a im _ t otc. Ferner ist (§. 7. Form. D.) 

a rm+t .«(r+^m-, = 

<*rm+i, <V*)»-1 •«(,+»)«•» 0(r + ,)«-.H-fc (H ..)«.an B+ i, fl (r+.)—.. 0(r+„m + U «(H-»)«-»» 

und, da nach der Voraussetzung 

O, 0»w = «m+, , ß(H-0-.-i = fl (M-i)»+l> «(r+4)m-, ist, « rm+| , 0 (r+J)lB _, = 

, a (r+iym _, (« (r+I)B , , «(n+s)*-! + ^(r+,)m . a m+l , n (r+I)m _,) ras a, , a«., . Q r , 
wenn man den in den Klammern eingeschlossenen Ausdruck - Q r setzt; 
folglich geht der Ausdruck (7.) in folgenden über: 

10. F(a, a n+n ) = -i— (a, a m _ t ± &„+ b„ \ 

Es ist auch 

= °(r+i)m • «i » 0»-i + ^r+Dm+i .«»,««-,, alSO 

Qr = 0(r+,)».a,,a m _, + 6 (H . l)m+ ,.a J , a m-l -|- & (r+l)m . a, , a m _„. 
Setzt man b (r + t)m = 6 (r+1)lw+1 , so bleibt der Werth von Q r derselbe, wenn 
man die wiederkehrenden Theilzühler und Theiluenner in umgekehrter 
Ordnung nimmt *), da a lf = a m .„ a t ; statt a a , hätte mau a^,, a, 
= a,, a«_, und statt a lt «„_ hätte man a m _, , o t = a t , a„_, (§. 4. Form. C). 

Setzt man also F(a, a„+ H ) =r — — (a, a m _, + £), 80 wird der un- 

endliche Kettenbruch, in welchem die wiederkehrenden Theilzühler und 
Theiluenner in umgekehrter Ordnung vorkommen, 

(a . , + b x . a„_ , a, ± S), 



also der Unterschied der zwei unendlichen Kettenbrüche 

(a . n, , a„_, + b t , a, , a M _, — a . a m _ l , a, + 6, . , a.) 



•) D.h. 1^ in. vi IJt / ; + ,\ : 4- J v ,i, f + : n,,_, f .' , : r-rc ,-, i -, . 



dann F(a + fr, : o«., + &»-,J«i»-a +.... + 6, :o, ttcj hat. 
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Der Unterschied der beiden unendlichen Kottenbrüche 

F(a + b, a t + . . . . b m _, : -f b m : a m -j- : o, -f- fi^ ; e tc.) 

und F(« + />, : : : -f6 OT : o m +6, : (»,».,+...46, : etc.) 

ist also dem Unterschiede der zwei endlichen Kettenbrüche 
F{a + + + s V.) und + 6, : -f b^ : /7„_ + .... -f b, : o t ) 
gleich, uud von den veränderlichen Theilnennern unabhängig *). 

25. 

Bei allen im Vorigen gezeigten Verwandlungen der Kettenbrüche in 
andere, wurde der Kunstgriff angewandt, dafs man einen Theil des Ket- 
tenbruchs als summirt betrachtete, diese Summe durch einen Buchstaben 
ausdrückte, und durch die Verbindung dieses Buchstabens mit den übrigen 
Gliedern des Kettenbruchs neue Ausdrücke fand. Auf ähnliche Weise 
lassen sich Kettenbrüche vielfältig in andere verwandeln; hier sollen nur 
noch folgende Verwandlungen erwähnt werden. Es sei der Kettenbruch 
/'"(«, O gegeben; man setze F(a t , o m ) = lt t so ist 



F(a,n m ) = a + ^. 



wie man durch Reduction leicht findet. Nun sei F(a s , a m ) = /?,, F(a a , a m ) 
= /?, etc., so ist 

F(<** a m) =a-f- — h '_l \ ,a*.b, . 

* ' n , L * • 



•"t 

also aj = n + ^- r^fe +^ *, 

Eben so konnte man wieder /?, durch Hülfe des Ausdrucks Ii t verwandeln. 
Befreit man alsdann den erhaltenen Kettenbruch von gebrochenen Theil- 
nennern (nach §. 18.), so hat man 

F(a + ^ — b\ . b t : (o ,. 6, + o s ) + « 4 . &j : («j . + **) — K • k : & + etc.). 

Aus §. 18. folgt, dafs mau jeden Kettenbruch in einen anderen verwan- 
deln kann , dessen Theilzähler alle = 1 Bind. Denn hat man den Ket- 



*) Man vergl. Euler in den Comm. acad. Petrop. T. IX. p. 123 ff. , und Moe- 
bius in Crelle's Journ. für d. Malb. Üd.VL p. 226 ff. 
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tenbruch F(a, a m ) s= F(a -f 6, : a, + b t : F(a, . a J), so ist 
f(« + i ; fi + £ : flfc , O) =^(«+1*^ + 1^+^^. «->) , 
da F(« t ,o m ) = F(rtj + 6 J :F(n J ,0 ist. Es ergiebt sich hieraus von selbst, 
auf welche Weise diese Verwandlung fortgesetzt werden kann. 
Aus §. 19. folgt 

Man kann also nach dieser Formel den Theilbruch £ aus jedom Ketten- 
bruche wegschaffen. Durch Wiederholung desselben Verfahrens kann man 
auch mehrere solcher Theilbrüche, die aufeinander folgen, wegschaffen, 
jedoch liifst sich die Reduction alsdann bequemer nach §. 24. ausführen. 
Man bemerke noch folgenden Ausdruck: 

--H- T+ _J_, 

von dessen Richtigkeit man sich durch Reduction überzeugen kann. 

26. 

4 

Ans F(a, a m ) kann leicht der Werth von r gefunden werden, 

denn es ist 

F(a, a m ) == « + — , also tt^ — - — - b — , b, 

ist « = 0, so ist _i_ = F( fLl a 2 ) 

oder, weil F(a„ «J = + _A_ 

F(«, 0ra ) *, T f> »- g » + F(a, > « ~ ) ' 

27. 

Die zwei unendlichen Ketteubrücho 
F(rt:a-|-a:a, + ß i :n,-}-/j a : /J^etc) uud i' , (a,:«,-f- fl a :n i + a 3 :fl jCtc), 
die bezüglich^, ß heifsen sollen, sind für jeden Werth von a, a t , a t etc. 
einander gleich. Denn nach $. 18. ist 

A^F(a. — :a.— +a.—:a l ±a l ia t +n i :a } etc.)=F(a l :a l ^a l za,^a t :a t ^ 
\ a t a, a, / 
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Man sieht, wie airf diese Weise allmiihlig der Kettenbruch A in den Ket- 
tenbruch B verwandelt wird*). 

Andere Verwandlungen werden sich noch spater darbieten. 



C, Verwandlung der Keltenbrüche in Reihen. 
28. 

Oft kann es nützlich sein, einen Kettenbruch in eine Reihe zu ver- 
wandeln, besonders wenn man den Werth des ersteren erforschen will. 
Die einfachste Methode, eine solche Verwandelung zu bewerkstelligen, ist 
folgende. . Ks sei der endliche oder unendliche Kettenbruch F(a, a m ) ge- 
geben. Man setze 
F (fh O = « + *"(«» «.) - a + r (a, a t ) — F(a, a.) + F(a, a>) — F (a, a t ) . . . . 
. . . . + F(a, «„_,) — F(«, a„_) + F(a, O — F(a, a^). 

Nun ist 

F(a,n,)-a = ^; F(a,<0 - F(a,«0 = ~ fl VaJ 
r(^^(g« VV\ etc. (§.8.), 

also 

A. F(o,0 = « + - V^_ + _*i-^£_. 

Diese Reihe wird endlich oder unendlich sein, je nachdem es der Ketten- 
bruch ist. Nimmt man statt der ganzen Reihe nur einen Theil der zuerst 

hervortretenden Glieder, z. B. bis zum Gliede + w folgt 

aus der Darstellung, durch welche die Reihe gefunden wurde, dafs man 
alsdann statt F(a,a m ) den Werth von F(a,a t ) findet. Die angenommene 
Reihe wird also um oben so viel von F(a, a m ) unterschieden sein, wie 
F(n,«,), und man findet diesen Unterschied nach §.8. 

Ist F(n, O ein Kettenbruch von der in §. 11. angegebenen Be- 
schaffenheit, so ist jeder spätere Nüherungsbruch dem wahren Werthe 
naher als ein vorhergehender, folglich wird auch die entsprechende Reihe 
sich dem wahren Werthe desto mehr nähern, je mehr Glieder dersel- 
ben **) man zusammen nimmt, das heilst: die Reihe wird convergiren. 

«j Einzelne hierher gehörende Fälle, wie z.B. F(t: 1+1:2+2:3 etc.) = F(2:2+3:3etc.) 
hat schon Euler auf verschiedenen Wegen gefunden. 

••) Und die hierdurch entstehenden Werthe werden abwechselnd grober oder klei- 
ner als der Werth der ganzen unendlichen Reihe sein ($. 11.). 
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Der Unterschied der aureinander folgenden Nüherungsbrüchp wird immer 
kleiner, jo weiter man in der Rechnung fortgeht, folglich wird auch der 
Werth der Glieder in der Reihe immer unbedeutender. 

Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel, welches zugleich zeigt, 
wie man durch solche Verwandlungen den Werth eines Kettenbruchs 
finden kann. 

Es sei der Kettenbruch F(Ut + 1 ; 1 +4: 1 + 9:1 +16:1 etc.) 
(wo die Theilzühler die Quadrate aller ganzen Zahlen, die Theilnenner 
alle =1 sind) gegeben, so ist a = 0, a t = 1 ; «,,«„ = 2; a,,o, = 6; 
a,, o 4 ss 24; ....*! = 1; b, = 1 ; 6, =4; . . . . b m = (m — 1)* und 
F( fl ,0«l-i4-A-^ -. =l-| + f-i.... Dies ist bekannt, 
lieh der Anfang der Reihe, die den Logarithmen von 2 ausdrückt; dafs aber 
der gegebene Kettenbruch wirklich =log2 ist, lü&t sieb, wie folgt, zei- 
gen. Es ist allgemein a, , a m = a m . n, , a m + b m . a t , a^_ t (§.6.), also im 
vorliegenden Falle a t , a m == a t , + (m — 1)' (o, , Ist daher rJ, , 

= (m — l)(«i>««_9), so ist auch (i lt o m — m , a, , ; nun ist aber wirk- 
lich fl„fl, = 3.« l , n § = 3.2| «« = 4.«, , a, = 4.3.2, also überhaupt 
a,, « m = 1 .2.3 . . . . m. Das mte Glied der entstehendeu Reihe ist also 

. />,.&,.... a w = i.y. 3 1 — fw— l)' = + j_ . 

— «, , a„,_, .«,,«/„, — [I . 2.3 Üt — 1/. m — m 9 

welches auch das m u * Glied der Reibe, die den log 2 ausdrückt, Ist. 

Wäre der Kettenbruch t \ 1 : 1 + 1 : 2 + 9 : 2 + 25 : 2 etc.) , wo die 
Theilzühler vom zweiten an die Quadrate der ungraden Zahlen nach ihrer 
Folge, die Theilnenner vom zweiten an, alle = 2 sind *), gegeben, so hat 
man hier b t = t, 6,= 1, (1 + 1.2)', b 4 = (1 +2.2)' und allgemein 
&„ = (l+m — 2.2) l = (2/n — 3) 1 . Ferner ist a = 0, «, = 1 ; a,,n t = 3; 
n„ «3 = 3.5; « 4 = 3.5.7; ... .; allgemein ist, weil a m = 2 und £ m = 
(2m— 3)% a„ n ro = 2. «,,n ra _, + (2m — 3)\«,, «„,_,. Ist daher 
= ('»m- 3).a,,n,^, so ist auch = (2m — !).<*„ </„,_,; UU n ist 



*) Bei dem häufigen Gebrauch solcher Keltenhrüche, deren Theilglieder einem 
bestimmten Gesetze folgen, wäre es gut, sie durch «-ine besondere Bezeichnung anzu- 
deuten, durch die das Gesetz sogleich erkannt würde. So z.B. könnte man den vor- 
liegenden Kettenbruch durch x F[t : i + (2x+l)» ; 2] andeuten; ebenso könnte der 

Kettenbruch F(l : t + 1 : 1 + 4: 1 +9: 1 + lfi: 1 etc.) durch x F[l : 1 +x J : 1] ange- 

1— X 

deutet werden, indem hierdurch gesagt wird, dafs man im ersten Falle für x nnch 
einander die Werdie 0, 1, 2, 3, .... im zweiten die Werthe 1, 2,3, .... setzen soll. 

E 
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aber <7,,ff 4 =3; a lt a s = 5. ar,, a t ; a tf <r,= 7. o\, a,, also überhaupt o,, c m 
= 3.5.7. ,(2/7i — 1); das /w" Glied der dem Kettenbruch entsprechen- 

den Reihe ist daher ^ ^VJ 5' 2 7! .7^-3;^ = 2^TI> und die ganze 

Reihe = 1— $ + j_ »etc. = wo » die Ludolphische Zahl bedeutet, 
wie bekannt. 

Mann kann die Reihe (A.) auch in eine andere verwandeln, die 
nur positive Glieder hat, wenn man immer zwei auf einander folgende 
Glieder, deren erstes das + Zeichen vor sich hat, addirt. Die Reihe wird 
alsdann — 

a i *>■ <>,—!>, ) # .&,(«,, CT,— ft« a t , o.) 

Andere Methoden, Kettcubriiche in Reihen zu verwandeln, wird das fol- 
gende Capitel darbieten. 

20. 

Jede Reihe, die unter die Form der Reihe (A.) gebracht werden 
kann, so dafs ff ( , ff«... . b %9 b t . . . . ganze positive Zahlen sind, wird con- 
vergiren, weil man jede Summe eines Theils ihrer ersteu Glieder als deu 
Werth eines convergirenden Ketteubruchs betrachten kann. Sind daher 
7» y» y„> ganze positive Zahlen, und man setzt y'.y+x^m, 
= A 9 so wird jede Reihe convergireu, deren n let 9 n+i m 9 n + T" Glied 

bezuglich = ^-j, ~T7Ä~> Ai r „.A+*„.y) 18t > vorau *S<*«'t>*, dafs das Vor- 
zeichen des n + V" Gliedes dem des und n -f- '2 ,tK entgegengesetzt ist. 



M 
I 
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Zweites Kapitel. 
A. Verwandelung der Reihen in Kettenbrüche. 

30. 

Eben so wie es oft nützlich ist, einen Kettenbnich in eine Reihe zu ver- 
wandeln, so kann auch zuweilen das umgekehrte Verfahren, die Verwan- 
delung der Reihe in einen Kettenbnich, mit Nutzen angewaudt werden. 
In der Regel werden diese Reihen nach fortschreitenden Potenzen einer 
Grobe x geordnet sein, 1 und es soll daher im Folgenden gezeigt werden, 
wie eine Reihe 

<p.) ^*- + + + £«-*»....«) 

in einen Kettenbruch verwandelt werden kann. Es ist aber 

=7^0 

es ist also nur nöthig zu zeigen, wie eine Reihe, von der Form des in 
Klammern eingeschlossenen Ausdrucks, in einen Kettenbruch verwandelt 
werden kann. Zu diesem Zwecke kann man verschiedene Methoden 
anwenden. 

Erste Methode. 

31. 

Die einfachste Art, eine Reihe von der Form 
in einen Kettenbruch zu verwandeln, ergiebt sich aus 28., wenn man das 



*) Diese Form schadet übrigens der Allgemeinheit der Untersuchung nicht, in- 
dem man x = l setzen, und + «Isdann jede beliebige Reibe ausdrücken kann. 

••) Still dieser Ausdruck aur Reiben, in welchen negative Glieder vorkommen, 
angewandt werden , so hat man nur nülbig , in den bezüglichen Gliedern Zahler 
Nenner des Coeffizienlen negativ zu nehmen. 

E2 
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dortige Verfahren umkehrt. Mao setze ncmlich A l x* = b l , A t ar h = — b i .b J , 
A J x* ll = etc., a, = o,,- o t = a t .a l ,a s ; a 3 = ff 2 .c,, o, etc., also 

W 6,=^.x»; 4, ^=_^ ; = und all- 

gemein A„, = — ^j^-i ferner ist «, = «, «, , o, = £ü ; a lt = ^f^ 1 ; 

und wenn m eine gerade Zahl bedeutet, so ist überhaupt, wie leicht ein- 
zusehen ist: 

= a i » a m-i > — a ii a mS ! = ff,, <*„,+ ,. 

Da aber = ff m+1 .ff,, + 6«+. • «~i t so fol»t 



A,„ i «,)* 



Eben so findet man a m — 



A m - X (««_, . a m _ j . ... o, ? 

Aus der Reihe (Q.) entsteht also der Kettenbruch l'\a t a m ) = 

Schallt man aus diesem Kettenbruche alle gebrochenen Thcilzüuler und 
Theilnenner, und die überflüssigen Factoren weg (§. 10. und 18.) so fin- 
det man F(a, a, n ) = 

F(l+^r*: «, — «* . ^ 4 x A : (y/,«,-,-^, . x h . a.) — ^, .<*'. A^ : (A^a ,-f .x\a,) 
— A i .a.\.A i .x h :{A i a^-\-A k .x h .a^ etc.) 

32. 

Es soll z. B. das Binomium (l+x)"= l+nx+^^-xM- ""T! »"' ^"" 
in einen Kettenbruch verwandelt werden; man setze, um diese Reihe mit 



•) Nach §>. 28. Anraerk. liefse »ich diese Formel durch 



m vU 1 At '* h ) 

1 * 1 ^ J$ n \—\ • Gm ' A m + t . CT 1 I 

\ * Am • «»1+1 + Am+y. . X* . rt m / 

bezeichnen, trenn man A 0 = t setzt; ist die Reihe eine endliche, so wird irgend ein 
Werth A, — 0 sein, und alsdann auch der Kettenbruch ein endlicher sein, weil auch 
At+i, A^t «tc. alsdann =0 sind. 



Digitized by Google 



— 37 — 



«1er Reihe (Q.) zu vergleichen, J % = n, A 7 = n.n—t t A 3 = n.n — - l.n — 2 . . . 
...*,= 1, a,= 1.2, ....«„ = 1.2....m; A = 1, so erhält man 



(l-hr)"=l + 



n.f .2*.».»-!./i-2.;r 



1.2.«+ 



n .n-2.2.3.4+M.n- 1 jt-2.n-3.2,3.x etc. 
und wenn man den Bruch reducirt: 

1. (1+*)» = 1 + 



2 + (n _ 1)x _2^-2)x 



1 4+(n — 3)x elc. 



I \ m.(n — m)x I 



welchen Ausdruck man durch ,^f[ 1 4- " _ , _ w ) andeuten 



Mau bemerke , dafs der Bruch abbricht, wenn n eine ganze Zahl ist, so- 
bald m = n wird. 

Nimmt man — n statt n, so hat man: 

2. (i+x)-" = i-f V^r t - . =1 -"TSöi 

i — I i i " •("»+*)* h 

V "^«-f 1 — (m -f n)xJ 

welcher Bruch ebenfalls abbricht, wenn n eine ganze Zahl ist. 
Da (1 +*)-' = (T ^ »t, »o folgt aus (1.): 

(1+*)- = 



F [ 1 + ~m(n-7n)x I F \ l + ^(m-^x | 



Eben so findet man aus (2.) 

(!+*)' 



rjj x »* jz y 

* * I 1-1 w, ( w + ") 3 r I 

Man bat also die merkwürdige Beziehung: 

m f / ( . W.T ^ 1 
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33. 

Es «ei die Reihe 1 -jJL- + . . . . gegeben, 

fXy erhalt, wenn man nach der Integra- 
tion x = 1 setzt, und diese Reihe soll in einen Kettenbruch verwandelt 
werden, so ist, im Vergleich mit der Reihe (().), * = 1, A,=A t = A J etc. 
= 1 , a, s= m , a t — — (m -f /*) , a, = m -f- 2 /i , und überhaupt et lr+l = 
(w+IV/j), «„ = — (m + ('2r— 1)«), und die ganze Reihe = ()— 1, also 

= 1 

*"- - {m + m) + Z- <» + ">' ( W + 2 ,V 

1 \ 1 / — m-f-3n-|-(//i-{-2/i) — etc. 

Reducirt man den Bruch und verändert die Zeichen (nach §. 19.), so ver- 
wandelt sich dieser Bruch in folgenden : F( 1 : m + m 1 ; n (m : « etc.), 

welchen man durch ^„W- — (WI _|_ JW »j bezeichnen kann, oder durch 

* ^ * ^F[l:/w+(^+x/2) , :«j. 

Setzt man m = 1, « = '2, so wird die Reihe = 1 — ~ -f y — 7 etc - 
= -J, und Kettenbruch = V -1 I *'P : 1 + (l+2jr)*:2] *), wie schon frü- 
her (§. 28.) gefunden wurde. 

34. 

Substituirt man in §. 32. statt n den Exponenten r -f- /?, so hat man 
nach Formel (!.), 

(a.) • l+jr)' + " = ,r»FIt+(r+«>ri l— m(r+//— m)x:(//i+l+(r+/i— m»]. 
Nun ist 

(6.) (I+x) r = .j/n+wl- m(r — //,) JC: (/ W + l+(« — m)x)], 
(c) (l+Jp)" =,I x /'[l+«x:l— — m)x:(mfl-f(/i- w)*)], 



•) Dieser Kellenhruch isl historisch merkwürdig, weil er die erste Veranlassung 
zur Ausbildung der Theorie der Kettenbrürbe war. Er wurde von Baron Bro un- 
ker gefunden , der ihn Wallis (s. dessen Arithm. Inf. Prop. 191.) iniltheilte. Eu- 
ler behauptet ao mehreren Orlen (z. B. mtm. de fac. de PJtersb. T. 5. pag. 31.), 
Bro im Wer habe diesen Ketlenbruch aus der schon vor Leihnitz bekannten Heilte 
1 — » -|_ i etc. abgeleitet, indessen scheint doch aus Wallis Worten hervorzugehen, 
dafs bruunler ihn auf dem viel weitläufigeren, von Wallis angegebenen Wege, 
gefunden hat, denn in der angeführten Stelle heilst es : quum vero nobilissimo riro dif- 
ficilui* persuanum iri Video, ut ilhid ipse suscipere velil , canabor ego rem illam ad 
ipnus menttm, quam possim, proxime, breviter exhibere. 
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also 

(«) = (Ä).(c). 

Man siebt leicht wie sich auf ähnliche Weise noch unendlioh viele Bezie- 
hungeu (luden lasseu. Hütte mau den Ausdruck 

A.x m +A l . x m + h -\-4 t ..v n +*.... 
Bx* + B t x*4*+B t x"+ U .... » 
welchen man in einen Kettenbruch verwandeln will, so müTste man ihn 
erst nach bekannten Regeln in eine nach Potenzen von x fortschreitende 
Reihe verwandeln, und auf diese das gezeigte Verfahren anwenden •). 

Zweite Methode. 

35. 

Die Kettenbrüche, welche man nach der ersten Methode aus den 
Reihen erhält, haben alle, wie die allgemeine Form zeigt, sowohl in allen 
Theilzühlern als Theiluennern, die Gröfse x. Die zweite Methode aber 
beruht auf einem auch sonst in der Analysis gebräuchlichen Verfahreu, 
wodurch man Ketteubrüche von anderer Form erhalten kanu. Man denkt 
sich nemlich den Kettenbruch als schon vorhanden, und vergleicht ihn 
mit der gegebenen Reihe, wodurch man den Werth der einzelnen Theil- 
zühler und Theilnenner erhält. Die Form des Kettenbruchs könnte also 
hypothetisch willkürlich angenommen werden ; aber am brauchbarsten wer- 
den diejenigen Kettenbrüche sein, bei welchen die Gröfse x entweder nur 
in alleu Theilziihlern oder in allen Theilzühlern und Theilnennern vorkommt ; 
es sollen daher nur Ketteubrüche dieser Art berücksichtigt werden. 

36. 

Es sei also die Reihe 

('/*.) 1 + A, x + A ar + 4jX* etc. 
gegeben, welche in einen Ketteubruch verwandelt werden soll, dessen 
Theilzübler alle = x siud. Mau setze den gesuchten Ketteubruch = 
/*(! +x:a l + ar:a 2 + x:o i etc.) ••), so ist 

^r-J-z/jx' .... = t\x:a l -\-x:a. 1 ....) oder A l -\-A 1 x.... — J' (l : a, +x:a 2 ....)« 

Ferner setze man F(o, +ar: o,. . . .) = P, also ist A t + A,x. . . . = — — - und 
«. + 7 

*) Über diese Methode, Reihen in Kettenbrüche za »erwandeln, s in. besonders 
Euler io Introd. in Anal. in/, und Opusc. analyt. T. 2. pag. 138 \T. 

••) Die Formel F(l -f a^-.a^a^x-.a^ etc.) würde nicht allgemeiner sein, 
weil es immer möglich üt, die OröUen a t , a, .... aus dem Zähler zu schaffen (J. 1».). 
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(1.) (', + -*,*....)(«,+ =0, 



folglich, da die constanteu Glieder einander aufheben müssen: 

^,«,-1=0 oder «,= ~, 
und man erhält ans (1.) die Gleichung: 

a l (4 J x + A.x 1 ....) -f y ('» + J 9 x....) = <>, 

° ,1er a l l\A J x + A 3 x\...)-\-r(A l + A 1 x....) = 0, 

also auch a l P(A 2 + A i x....)+(A l + J 1 x....) = 0. 

Man setze nun «o hat man 

(2.) !»i(*,+f^)(^Hr^s».-0+(^+^*--0 = °» 

also auch ^ 

0,0,^ + ^, = 0, und o, = '-. 

"i 

Aus Gleichung (2.) folgt nieder 

a i a 2 (A i + A i x....) + a I h(A 2 + A i x...: J + (A i + AiX....) = 0, 

und wenn man / , i = ffj~f~Tr setzt: 

also ^ ^ 

a,^j+fli^ 2 + ffj 's =0, d.h. ffj s= — _JLl_i_.— . 

Aus (3.) würde man wieder die Bedingungsgleichung 

erhalten, woraus wieder o 4 gefunden wird, und so könnte man altmälig 
alle Theilnenner des Kettenbniches finden. 

Es ist aber leicht, jede folgende Bedingungsgleichung aus der vor- 
hergehenden abzuleiten. Schreibt man nemlich die schon erhaltenen auf 
etwas geänderte Weise, so findet man 

«,^ 2 a 2 + ^i = 0, 
{^A^ + A^a^ + a^ = 0, 
[(«, a 2 A K + A z ) a 3 + o, Aj] a t + a x o, A 3 + A 7 = 0. 
Hieraus kann man nach Analogie folgendes Gesetz ableiten: 

Wenn a n durch die Gleichung Qa m + 9 = Q bestimmt wird, so defs 7 
nicht a m enthält, so wird a m+l durch die Gleichung (<?, a m + c.) -f- (J 
= 0 bestimmt, wo f i9 die Ausdrücke bedeuten, die man erhält, 
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weuu man in () und 7 den Index •) aller darin vorkommender A um 
eine Einheit erhöht. 

Um die allgemeine Gültigkeit dieses Satzes einzusehen, nehme man 
an, es sei die Gleichung Qa m -\-yz=0 aus der Gleichung 

entstanden, wo P m _ I = c w+1 -j — ist, und Q nt y„ die Ausdrücke be- 

deuten, die man aus Qn-u 9»-i erhält, indem man den Index aller in 
On~t i 9n-i vorkommender A um eine Einheit erhöht. Liifst man die con- 
stauten Glieder weg, und dividirt mit x, so verwandelt sich die Gleichung 

(Z7.), wenn man zugleich statt den Werth «„,+, -f -~ setzt, in folgende: 
und hieraus folgt 

(9.0*. = 0. 
Die Formel (U.) ist aher, wie aus dem Vorhergehenden erhellt, für die 
Werthe m = 2, m — 3 , folglich auch für alle folgende Werthe von m 
richtig, und das augegebene Gesetz ist daher allgemein. 

37. 

Aus den Formeln o m = — o m+l ss — g T~+~ ^B 4 » da ** der 
Nenner des Bruches, durch welchen irgend ein Theilnenner bestimmt wird, 
der Zähler des Bruches ist, durch welchen der darauf folgende Theilnen- 
ner bestimmt wird. Um daher das Bildungsgesetz dieser Theilnenner zu 
kennen, hat mau nur nöthig, das der Nenner der Brüche, durch welche 
sie bestimmt werden, zu suchen. In der Folge soll N m der Nenner des 

Bruches sein, durch welchen a m bestimmt wird, so dafs n m = — ^~ ist. 

38. 

Hat man den Kettenbruch F(o, , a m ) = F(a l -f l:o 5 -f — + 1 : O» 
so kommen in dem Ziihler dieses Kettenbruches a lf a m Glieder vor, welche 
alle Elemente o,, a t .... o m , andere, die nur m — 2, m — 4 u. s. w. Ele- 
mente enthalten. Man bezeichne die Summe der Glieder, die m — n Ele- 
mente enthalten, durch (*,, o m )„, so ist 

•) V.* verstellt sich von selbst, dafs man «ich hierbei a, , o a u. 9. W. Bichl selbst 
'wieder durch A, . A x u. s. w. ausgedrückt denken darf. 

F 
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«!•«» = («O + + («!>*-). *)• 

W in 1*4 

«1 , «m+1 = Om+t • «1 , + Ol , 0«-l (§. 6.), 

folglich auch {(t f ^ = 0m+i > 0ä+(<Ii> Cm _ i)b _ 2 . 

Giebt man min den Buchstaben a lf u. s. w. dieselbe Bedeutung, 
wie in den vorhergehenden §§., so hat mau allgomein 

iV m = (a if a a _ l \.A m + (a ly a m _,\.A m _ l + (a i ,a m _ l ) t .A m _,.... 
Angenommen, es sei dieser Ausdruck bis zu einem gewissen Wertho von m 
richtig, so dafe 

4. JV^ = («! , ««_,). . A n ^ -f («, , ff m _,), • A M -* + («: , O«-?), ^m-J 

5. iV m = (Ol, Om-l),--^« ff«-t),- -^«-l + (ffl> a m-l) t ^m :••>• 

so hat man 

Om^m + ^-l = ff B ,(ffl,ff TO -l) 0 ^ m + [ffm(ffl,ffm-l) J + (ff|»0«-7)„]^«-« + 
f ffm(ff 1 , ffm-l)« + (ffl » ffm-3),]^»«-J-=(ff| ,« «)„^m+(ffl> 0 «), ^nt-l +(« l.Oj, 

Es ist aber, nach (§.36.), iV m+1 = a m lV m -\- N m _ l , vorausgesetzt, dafs man 
den Index der A, in -V m und A' m ., überall um eine Einheit erhübet, folglich ist 

^m+l = (Oj > ff«)o "'m+l + (ffl » ff m), + («1 , «m), 

also die angenommeue Form auch noch für den Werth rn-j- 1 richtig. 
Aus §. 36. folgt aber 

N, = (ff, , «,). ^3 + (Ol , ff 2 ), ^ > 

iV 4 = (a n a J ) o A 4 -\-(a iJ a s \A i . 
Die Formeln (4.), (5.) sind daher für den Fall m = 4, und also auch für 
alle folgende YVerthe von m richtig. 

Mau bat also folgende Regel: Will man den Nenner des Bruches 
wissen, der den Werth von a m angiebt, so bilde man aus den bekannten 
Werthen o lf o 2 , .... einen Kettenbruch F(a l -f 1 : a 2 . . . . + 1 : o m _,;> 

nehme den Zähler o,,^, dieses Bruches und multiplicire jeden Theil 
(ff|»Om-i)t- mit A m _ n , so giebt die Summe dieser Productc den gesuchten 
Nenner. Da aber o m = — ist, so hat man 

" m 

Q __ (q, , a.-i), A m -i -f* (° n q w-a)» -^m— } -|- . . . . 

m ' (o,, «»i-i)„^.» -j- (a~ , o«-,), -r4,„_, -{- * 

Eigentlich mufa man bei dem Werthe von JV„ zwei Fälle unterscheiden, je 
nachdem m = 2 /», oder =^«-f-l, d.h. eine gerade oder ungerade Zahl 
ist. Je nachdem der eine oder andere Fall eintritt, hat man 

N?» = (o, , Oi_i). • A 1n -4- (o, , <*.„_,), . A 2n _ x + ....+ (o, , Oj,.,),^ . ^» + , , 

•) Ist m eine gerade Zahl, so ist das leUUs Clied dieses Ausdruck« (a, , o.)* = l. 
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oder 

Man bemerke noch Folgendes: Ist JV^ = so ist auch 

iV m = -^p = — — i Da mm TV, = «,^ = -^1 und ^ = 

xV m a, . a a .a, ... .a m a, 

~ (§. 36.), also iV, = — 80 ^ at mau a,, g emein: 

-™ o, > a 1 ....o 1B ' <TOTl fli-Oj 

oder 

_ : 1 1 

— 7~ ~ T~> -' V 2m+l 



Hierdurch hat man einen bequemeren Ausdruck für a m gewonnen, nemlich 



(«,,««-1). ^/m + (a, .Ow-il,«*« »+....* 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem m eine gerade oder 
ungerade Zahl ist. 

39. 

Es sei die Reihe x(l — f- + ^— £ + £ ....) = h>g(l + *) ge- 
geben, die uach §. 36. in einen Kettenbruch verwandelt werden soll. Hier 

ist (T.) = 1 — y + ~§ -4 • • • - daher A t = — \>A 2 =. , - Si A i r=. — \ etc. 

allgemein ^ m _,=— ^, ^ = 07^1- Man ^det daher die Gerthe 
von o, , o 2 u. s. w. nach §. 36. auf folgende M eise. Es ist 

«1=-^=— 2 = -2.1», 

— 2^ 2 .C 2 + //, — 0, 
3 — 3 

«2 — — i 1777p, 

— '2A ja7 + A 3 = }A 3 + A 2 = — T T T , 



also 



also 
und 



oder 



= — 16 = — 2.2% 

C*4+4)«,-24 = A, 

Kl 4 + 4) a, - 2 A 3 ] a 4 + 4 4 + 4 0, 
»«— /y = — 5i3=« 

F 2 
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Führt mao auf diese Weise fort, so findet man, dafs überhaupt 

_ 2 m -f- 1 . . 

ist, und man hat daher 

lo g (l+x)===x.F(l+ar:-2+x:- r ^ + x:-2.2 J + ^:- 5 4 I ...) 
= x.F(i-x:2 + x: fx: 2. 2 J . ...).... (§. 19.) 

oder 

Iog(l + x)==x.,^(l-x:2+x: ; ^±4 TI +x:2(m+l^). 
Ware der Ausdruck (1 +*)" = 1 + j u einen Ketten- 

bruch zu verwandeln, so hätte mau c,= — : — = (). a Jso 

° 2 = ~^ ; m^- 0 ^^^ 111 !^ 5 C7^"»+^) tt 3+ w -rf.«0j also 

_3fM-l) 
3 m.m+1' 

und man fände allgemein 

^— + 2-*»-(i»+l)....1m + n-i) fl _ (2/t + Q.fm — 1)i>— 2)... .(m-/,) 

m— l.(m — 2)....(m — n) ' u + l — m.(m+l)....[m + n) * 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem n eine 
gerade oder ungerade Zahl ist. Man überzeugt sich leicht, dafe der ent- 
sprechende Kettenbruch abbricht, wenn m eine ganze, positive oder nega- 
tive Zahl ist, und kann hier ähnliche Betrachtungen wie in §. 32. anstellen. 
Aus der Gleichung (U.) in §. 36. folgt 

°M l x+Q,x\...) + ^{Q+Q t x + ....) + 9l x + 9iX \... = 0, 
oder 

p P + Q.H(),.f 

* »i—i — - tz : : — — : 



«m(),+ 7l + («»0 a +?a)*+(«..0, ...» 

durch welche Formel der Rest des Kettenbruchs ausgedrückt wird, wenn 
mau denselben bis zum Theilnenner a m berechnet hat. 

40. 

Es ist nun leicht, auch den Ausdruck ffi ffitffitfc".' in * inPn 
Ketteubruch F(i -f-xro, -\-x:a,.. ..) zu verwandeln. Angenommen, dafs 
P, Pj . . . . dieselbe Bedeutung haben wie in §. 36., so findet man 

1-f A tX + A % x*. ... °'+7?+ x 



Digitized by Google 



+ KA — Bi)* + (^-B J )x J + ....]-r(l+ßi^ + ß 1 x I ....) = 0. 

Dividirt man diese Gleichung mit x, und setzt zugleich A m — B m = C m , so 
hat man 

(tfr) (C l + C 2 x+....)(a l + §) — l — (B l x + B i x\...) = 0. 

Diese Gleichung enthalt alle Glieder, welche die Gleichung (1.) in §.36. 
enthält, sobald man statt A den Buchstaben C setzt, außerdem aber noch 
die Glieder B i x y B 2 x 7 .... Die Bedingungsgleichungen werden also die- 
selben Glieder enthalten, wie die des erwähnten §., sobald statt A der 
Buchstabe C gesetzt wird, nur werden noch einige den Buchstaben B 
enthaltende Glieder dazu kommen. Die Entwickelung der Gleichung 
(U x ) zeigt dies am besten. Zuerst folgt aus derselben 

a i &i — 1 =0 und c, = 7r , 
also 6 « 

ai (C\x + C 3 x 7 ....)-\ + C 2 x. . ..) — (B,a? + B 2 x 7 ... .) = 0, 

oder *" 

(«2 + jr) [«« *k - C, — * + (ff, C 4 - Bj) x l ....] + C\ + C, x .... = 0. 

Die Glieder, welche B enthalten, erhält man aus denjenigen, die C ent- 
halten, indem man statt o, C 2 , ^Cj u. s. w. bezüglich — -J3,, — B 2 u.s. w. 
setzt. Man findet daher die Bedingungsgleichungen auf folgende Weise: 
Man denke sich zuerst, es sei die Gleichung 

(m.) (<7, + C^r....)(«i + f)-l«0 

gegeben (d. h. man nehme an, es solle die Reihe 1 -f C\x + C^x 1 .... in 
einen Kettenbruch F(l -f- x:a v +x:ffj....) verwandelt werden), und ent- 
wickele die Bedinguugsgleichuugen , die die Werlhe von ff,, o 3 u. s. w. 
bestimmen , nach §. 36. ff. ; mau setze in den erhaltenen Bedingungsglei- 
chungen OjC'jS — J5,, o,C, = — B 2 u.s.w. und addire die hieraus ent- 
stehenden Glieder zu den schon erhaltenen, so hat man die wahren Be- 
dingungsgleichungen. Aus der Gleichung (m.) erhielte man z.B. die 
Bedingungsgleichungen „ , Cj ßj + C, = 0, 

(«.fl.C'j + G'K + ßiC, =0, 



— 4f> — 

daher sind die wahren Bediogungsgleichungen : 

o, C\ o 2 -f- C\ — Z?, o, = 0, 
(c, ffj C 3 -fQffj + o. C 2 — o 2 ff,— ß, = 0, 

41. 

Zwei auf einander folgende, aus der Gleichung (m.) entwickelte Be- 
dingungsgleichungcn werden allgemein durch die Formeln 

1. Qa m + 9 = 0, 

2. «>. «« +?.)««+.+ '.> = « 

dargestellt werden können, wenn man unter (,),, ?, die Werthe versteht, 

die mau aus Q, c, erhält, indem man den Index der C überall um eine 
Einheit erhöht (§. 36.). 

Ans (1.) und (2.) erhalt man die wahren Bcdiuguugsgleichungen 

3. (0— J?)« m + f — r = 0, 

4. ICV, — /AK ! + $\—/\ifl m+l + r) — Ä = o, 

wo Ii, r, Ä,, r„ die Werthe bedeuten, die man erhält, indem man in Q, 
9y Ott Vi statt o.C, a t C 3 u.s. w. — — B t u .s.w. setzt. Man würde 
aber Ii,, r, auch unmittelbar aus R, r, erhalten können, indem mau 
den Index der B um eine Einheit erhöhte, und mau kann daher sagen: 
Ist ein Theilnenner o I(1 durch die Gleichung 0 = S a m + T gegeben, so er- 
hält man den folgenden durch die Gleichung (S t a m -\-T,)a m+i -{-S = 0, 
wo S l , 7 1 , die Werthe bedeuten, die man aus S und T erhält, indem mau 
den Index aller C und aller Ii um eine Einheit erhöht. Auch hier ist also der 
Nenner des Bruches, durch welchen a m bestimmt wird, der Zähler desje- 
nigen, durch welchen ff ir:+l bestimmt wird, und man hat daher auch hier 
nur nöthig, das Bildungsgesetz der Nenner dieser Brüche zu erforschen. 
Bezeichnet man wieder durch JV„ den Nenner des Bruches, durch welchen 
a n bestimmt wird, so giebt die Gleichung (5.) in §. 38. sogleich den Theil 
des Wertbcs von A' mi in welchem C vorkommt, nemlich 

(», , C m + (o, , a m _ t \ c n _ -f- (o, , o m _,) 4 (?„_ -f . . . . 
Hieraus mufs der andere Theil des Warthes von IV„ abgeleitet werden, 
indem man allgemein statt o, C„ den Werth — !?„_, setzt. In dieser Hin- 
sicht bemerke man, dafs ff, ,a m _ x z=. o,.c», ff m _, + ffj, und daher auch 
{Oi * Om~i)»n = ff, (ff», Cm-,),, + (o z , c m _,),„_, .... ( §. 4. ). Aus irgend einem 
Gliede (ff folgt daher durch die erwähnte Substitution das 
Glied — B g (a t ,a^X, und man hat daher: 
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N . » °«-.)o + («• » °m-.). C m-» + («. , Ö«-,)« C m _, .... 

I — («• > V.)oB«-i — ("i » a»-»)t .... 

Man muis auch hier zwei Fälle unterscheiden, je nachdem m eine gerade 
oder ungerade Zahl ist. Ist m — '2 n, so hat mau 

ist dagegen m = '2 n -f 1 , so hat man : 

Da o = — -JES i 8t ao w i r d A' m = 1 wenn iV m _, = — ^ — ist. 

iV m a,.a,....a m o,^,....«,,., 

Nun hat man (§. 40.) a, C\ (7, es 0, also 2V, = a, C' s = — ^ , aher «, = i- , 

also 2V, = und daher allgemein: 

2V, n — — • 2V»„4., — . 

o,.o,....o M ' a,.a J ....a tn + 4 

42. 



Es soll z. B. der Ausdruck 



X a . .X* . x* 



ar(f»-f e ~*) 1 2! + 4 ! + '»' +' 



1 + TT + ö7+7!+--" 
in einen Kettenbruch verwandelt werden. Man setze x* =y, so geht die- 



1 1 

ser Ausdruck in folgenden über : : ^ . Hier ist 6, = — jj + ^ 

1+ £ + f- + '77 + •"• 
2 1 1 * 1.16 «„ a •„ r _ 

«, = ± = 3, 

iv, = o, - ß, ff, = 4- = 5, 

3.6 

/v, = -f c; — a,B a = ff, = -j- = 7. 

3.5.7 
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Führt mau auf diese Weise fort, so findet man dafs allgemein a m es 2m -J-l 
ist, und es ist daher der entsprechende Kettenbruch 2=,^ F[ l-far*: (2m+l)J. 

43. 

Soll der Ausdruck 1+f ,, x +fl a *».... * einen Kettenbrnch 

verwandelt werden, so erhalt man die gesuchten Werthe sogleich aus §. 40. , 
wenn mau A xi 4 2 ....=0 setzt, d. h. statt C H überall — B H substituirt; 
also ist 

und 



Für diesen Fall trifft also die Regel, wie man eine folgende Bedingungs- 
gleichnng aus einer vorhergehenden findet, vollkommen mit der des §. 36. 
zusammen. Ist nemlich o m durch die Gleichung Sa n -\-T = 0 gege- 
ben, so wird die folgende (S t « m -f 7 1 ,) -j-S = 0 sein, wo S lt T t aus 
S, T entsteht, indem man den Index der B um einel Einheit erhöht. 

Soll z. B. der Ausdruck * = mm-l in e ' Den Ket- 

' ' l-f-»n.x-| '— - X* 

tenbruch verwandelt werden, so hat man B t — m, B t = j 2 etc., also 
Ii 

M , R t? (w+ 1) _ m _ 2m 

N^-a^-Bt- j^t-, (w + )) = -^r[> 

2.3 

und mau findet, dafs allgemein 

2.m.(m-l)....(m— _ , (2n+l)(m+l)(m+2)....(m-f- W ) 
a 7n — ± ( m +i)( rn + 2)....{m + n) f 5 " +I — m.(m— — n) » 

wo das obere oder untere | Zeichen genommen werden mufs, je nachdem 
/i eine gerade oder ungerade Zahl ist. Dasselbe Resultat ergiebt sich 
auch aus dem in §. 39. gefundenen Kettenbruche, der den Werth von 
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(l+x) m angiebt, sobald man dort überall statt m den Werth — m sub- 
sütuirt. Man vergl. auch $. 32. 

44. 

Will man die Reihe 1 +-<x-f-^,x t -f .... in einen Kettenbruch 
verwandeln, der die Form / \l : I -f-x:o, + x:a t .. ..) haben soll, so kann 
man die Werthe von a x , a t .... unmittelbar auf iihnlicbe Weise wie in 
(§. 36.) finden. Leichter werden sie auf folgende Weise gefunden. Aus 

d«>r angenommenen Form des Kettenbrucbs fol<»t 

c l+A^ + A,* 1 .... — 

F(i Die Werthe von a Jf c, werden also ganz 

dieselben sein, wie in (§. 43.), sobald man statt B überall A setzt. 

Will man den Ausdruck ^^—^—^ in einen Kettenbruch 
verwandeln, der die Form F(t : 1 +x: Ql + x: a t ... .) haben soll, so ist 
1 +ß,x + V.... = F(l+x:fl l +jr:a t ....). Die gesuchten Grinsen 
würden also auf dieselbe Weise wie in §. 36. ff. gefunden. 

Soll dagegen der Ausdruck {Xtj+tf't ^. in Ke "™- 
bruch t \\ 'A+x'.di+x'.a ) verwandelt werden, so könnte man statt 

d ° Men l + + 888 «»+ *»«.....) setzen. Die Aufgabe 

ist alsdann auf die des (§. 40.) zurückgeführt, und man kann die dort ge- 
fundenen Werthe unmittelbar auwenden, wenn man A und B überall 
vertauscht. 

45. 

Es möge noch der Fall hervorgehoben werden, wenn die Reihe 
l+^x + ^r-f-.... 
in einen Kettenbruch verwandelt werden soll, der die Form 

F[l+x:(a, +*)+*:(«, + x) + ....] 
hat. Aus dieser Annahme folgt sogleich 

A l +A 1 x + A i x-....= V[li(o l +x) + x:(a 2 +jr) + ....]. 

Man setze x + elc . = P, »o hat man (A l +A i x + . . . .)( a , +/>) = 1, 

und daher t 

A y a x — 1=0 oder a l = —. 

■**« 

Ferner sei P=x+ q ^ p , so hat man 

G 
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oder 

\J.) J l (O t +P i + t) + (jt i +J i X + ....)[(O l +x)(o t + P l )+x]*=0*X 

Cff»+ J> 0K^i+-'a ä *)+(«'»+«'3 o 1 )x ? ....]+^ 1 +^ 2 x-J-^ 3 x\... 
Hieraus folgt ^i<J,-f- fl^aj-f-^, = 0, oder g 2 = — . jf' . 

Man findet allgemein jede Bedingungsgleichung aus der vorhergehenden 
auf folgende Weise: Ist a m durch die Gleichung Qa m + y — 0 gegeben, so 
wird a m+l durch die Gleichung (Q, a„ -f- 9l -f- 0) + 9=0 bestimmt, 
^ V[> ?i wieder die Wcrthe bedeuten, die mau aus 0, 7, erhält, indem 
man den Index der A um eine Einheit erhöht. Denn angenommen, es 
entstünde die Gleichung Q« m + 7 a» 8 der Gleichung 

(1.) (a m + P m _ l XQ+Q l x + Q 1 x' + ....) + 9 + 9l x + 9 ,x\... = Q f 

wo 

P„-i = x-\ ^7— . x = x + - — J . p 

ist, so hätte man 

<(>.+ (> 2 *+..-0 + (i + 
oder 

(•«+. + PJ («» <?. + 7. + 0) + C»-+i + * J "« + ft x 2 . . . 0 + 
(fl« + ,+/ , J(0,x+() J x^.0+C>+(>l^+^x^... + (o m+1 +P m X7 3 x+ 7^ x ^ +..0, 
woraus a m+1 (a m Q l + 0) + 9 = 0 folgt. Da aber die Gleichung (1.) 
wirklich richtig ist, wenn tn = 2 ist, wie die Gleichung (A. ) zeigt, so 
gilt das angegebene Bildungsgesetz der Bcdingungsgleichuugen für alle fol- 
gende Werthe von m. Mau sieht, dafs auch hier der Nenner des Bruches, 
durch welchen irgend ein Theilnenner a„ bestimmt wird, der Zähler des 
Bniches ist, durch welchen a m+1 bestimmt wird. 

Man sieht, dafs hier dio Berechnung der Theilnenner verwickelter 
wird, als bei den früher (§. 36. , §. 44.) betrachteten Formen, und ich über- 
gehe daher genauere Erörterungen, die sich leicht aus dem Vorhergehen- 
den ergeben, da ohnehin nicht leicht das Bedürfnifs entstehen wird, Rei- 
ben in Kettenbrüche von der hier angenommenen Form zu verwandeln. 

46. 

Folgende Bemerkungen über die zweite Methode §. 36. — 45. mö- 
gen hier noch Platz finden. Es ist aus der Darstellung ersichtlich, dafs 
die Theilnenner a lt a if .... durch die Reihencocfficienten V, , A t% .... 
vollkommen bestimmt sind. Einer jeden Reihe A l x -\- A t x* -j- ... . 
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entspricht also nur ein Kettenbruch von angegebener Form, d.h. zwei 
nicht identische Kettenbrüche, welche beide in einer und derselben der 
§.36., §.44., §.45., angegebenen Formen enthalten sind, können nicht 
aus derselben Reihe entstanden sein. Was man also auch für eine, von 
den früher gegebenen abweichende Methode anwendet, eine Reihe \-\-A t x 
•\-j4 t x* . . . . in einen Kettenbruch zu verwandeln, immer wird dieser Ket- 
tenbruch, sobald er in einer der angegebenen Formen enthalten ist, oder 
darauf zurückgeführt werden kann, mit dem, nach der angegebenen Me- 
thoden berechneten zusammenfallen. Wäre die Reihe l+AxT+J^x 1 -f.... 
in einen Kettenbruch zu verwandeln, so würde man sie sogleich auf die 
frühere Form zurückbringen, indem man x m =y setzte. Die Theilzähler 
würden also in diesem Falle nicht mehr .r sondern x m sein. Auch zu- 
sammengesetztere Reihen würde man, wie die Anaiv sis lehrt, auf die Form 
1 -|_^ ijr -J-^ 4 jr a .... zurückbringen, und daher nach der angegebenen Me- 
thode in einen Kettenbruch verwandeln können. 

Es darf nicht übersehen werden, dafs diese Methode noch einer 
weitere Ausbildung bedarf*). Die aligemeinen Ausdrücke für die Theil- 
nenner, welche in den berechneten Beispielen (§.39., §.42., §43.,) ge- 
geben wurden, sind dort nicht durch einen strengen Beweis, sondern viel- 
mehr durch Induction gefunden worden. In allen ähnlichen Fällen, wo 
die Reihencoefßcienten nach einem gewissen Gesetze gebildet sind, wird 
sich auch ein solches für die Theilnenner der entsprechenden Kettenbrüche 
angeben lassen. Die vorhergehenden Betrachtungen bieten aber unmittel- 
bar kein Mittel dar, diese allgemeinen Ausdrücke zu finden und zugleich 
ihre Richtigkeit zu beweisen. Hierzu scheint es vielmebr not h wendig zu 
sein, einen einfachen Ausdruck zu finden, welcher jeden Theilnenner a„ 
(oder jedes JV„, iV m+l ) unmittelbar aus den Reihencoefficienten 
finden lehrt. Der Verfasser hat sich vergebens bemüht, die Lösung die- 
ser Aufgabe zu finden, vielleicht aber können die mitgetheilten Ausdrücke 
für A m , JV m+lt welche wobl noch nirgendwo angegeben sind, darauf füh- 
ren. Allerdings kann man einen solchen Beweis in vielen Füllen durch 
andere, im folgenden Abschnitt erläuterte Mittel finden, aber sie sind iudi- 

*) Diese Bemerkung gilt auch ron anderen ähnlichen Methoden, welche man f»*»i 
•mietet! Siluillstellern findet. Man t- . ,<he namentlich Mt'm de tac. de PJttrsb. 
T. 1. p<r S - 156. po-. 226./., T. 7. pa£. 139./. In letzterem AufaaUe sind die 
allgemeinen Ausdrucke für die Theilneoner keinesweges bewiesen. 

G 2 
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rect und beruhen auf Betrachtung einzelner Reihen ; daher ist die Abbil- 
dung einer allgemeineren Methode »ehr wünschenswert h. 

47. 

Man braucht die in den vorhergehenden §§. enthaltenen Formeln 
mir umzukehren, d. h. man braucht nur a, , o„ . . . als bekannte, A x , A t , . . . 
als unbekannte Grüfsen zu betrachten, um sogleich eine Methode, Ketten- 
brÜche in Reihen zu verwandeln, zu erhalten. Au» der Formel 

_ _ (q, , a m -*\ A n - . -f (« , , n m - t \J J==L ± lli: (§.38.) 

° m {a l ,a m - l )„A M +(« l ,am-i),^«-i + -- 

folgt n y J + 

Da aber allgemein (*„ «J. = «^).+(«., «-.-,).- « "*> 80 * eht d,e 

obige Gleichung in folgende über: 

(a„ «jL-i. + K> + • = 0 



oder 



. (ff, . Om), //m-|-t-Co t > g«.) t ^"-»H 



Ist also ein Kettenbnich F(l -f-*:^ + «.+ ....) gegeben, der in eine 
Reihe l + + verwandelt werden soll, »o zeigt die vorste- 

hende Formel, wie man jeden Coefficienten A m der Reihe ünden kann. 
Man bemerke noch Folgende». Sind A m _ t , A n _ t durch die Bedmguugs- 

gleichungen (c , , , m _,)^_, + , = 0, 

gegeben, so findet man A m durch die Gleichung 

2. a m . [(«, , a^J m + PJ + («., -wO-Ch + 7. = 0, 

* («.1 OtX = - ( a -^» + (•« M-« + 

wo <? , die Werthe bedeuten, die man aus Q, 9 erhält, indem man den 
Index der A um eine Einheit erhöht. Der Beweis diese» Satze» beruht 
darauf, daf» die Bedingungsgleichungen dieselben, nur anders geordnet, sind, 
wie in §. 36., also auch auf dieselbe Weise gebildet werden. Ist aber 
9 .a„ + r = 0, »o ist auch «.(f.a^ + O + e - 0 « Q* m +9 und 

Werthe bedeuten, die man aus 7 , r erhält, indem man den Index der A 
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um eine Einheit erhöht. Hieraus ergieht sich die Wahrheit der Glei- 
chung (2.) von seihst. 

Wollte man den Kettenhruch F(l + x:a, + * .) nach §.28. 
in eine Reihe verwandeln, so hätte man £, = b 2 = b> .... = x, und es 

wäre der zu x m gehörende Coefficient 4 m = + - . Die resul- 

O, , Uffl-t. O, , Um 

tirende Reihe ist daher auch von der verschieden, die aus dem zuletzt 
gezeigten Verfahren entsteht. 

Soll ein Kettenhruch von der Form f (i : 1 + x:«i + x: o 2 ....) in 
eine Reihe 1 -f- A v x + ^/ J ar + ... . verwandelt werden, so findet man die 
erforderlichcu Formeln aus §. 44. (oder §. 43.). Die Berechnung wird 
aher hequemer ausfallen, wenn man einen solchen Kettenbruch in einen 
auderen F(l : l + 1 : A 2 + 1 : 4 3 ) verwandelt (§. 25.). Setzt man A, = 1, so 
kann man diesen letzteren Kettenbruch so ansehen, als sei er, durch Hin- 
weglassung der ersten Eiuheit aus V[i + 1 : b t + 1:4,+ ) enstanden, 

und ihn daher unmittelbar nach dem vorhergehenden in eine Reihe auf- 
lösen, indem man x — 1 setzt. 

Hieran knüpft sich zugleich die Bemerkung, dafs man überhaupt 
alle Kettenbrüche nach der in diesem §. gezeigten Methode in Reihen 
auf lösen kann, weil man sie immer unter die Form F(l + x:ai + x:c 2 ....) 
bringen kann, indem man x = 1 setzt. 

Es sei z.B. der Kettenbruch F(l :1 + 1 : 3+4:5+9:7....) gege- 
ben, welcher durch :i-\-m J :'2m-{- 1) angedeutet werden kann. 
Statt desseu kann man 

F(l;l + i:3+l:|- + l:^ + l:^|....) 

5 4.7 

schreiben. Man hat daher ff,ssl, a 2 =3, aj = -|-, a 4 = -^-, also (nach 
Formel 1.): 

^ = = 1> 



7> 



j % <<>, + _ J t 



St. — — — w . 

a t a a a t a A 7 
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Setzt man <lie Arbfit Tort, so findet man die Reihe 

T I T »II 1 

— Tri — 7 ~rv — rr • • » « 
also I jr,F(l:l+w J ;*2/7i+l) = -J°). 



B. Ableitung der Kettenbrücke aus gewissen Reiben. 

48. 

Schon in $. 2. wurde gezeigt, wie man Kettenbrüche aus gewissen 
Gröben.«**, B, C, /),...., von welchen je drei auf einander folgende einen 
gewissen Zusammenhang haben, ableiten kann. Hat man also gewisse, nach 
Potenzen von x fortschreitende Reihen, welche mit anderen ähnlich ge- 
bildeten in einem solchen Zusammenhange stehen, so kann man daraus 
sogleich einen Kettenbruch ableiten. Das einfachste Beispiel dieser Art 
bietet die allgemeine Gleichung des 2ten Grades dar. Aus der Gleichung 
c = «.r-f bx 1 folgt cx = ax--\-bx\ cjr'=ox 1 + bx* f cx*=ax*+ bx*.... 
Vergleicht man diese Ausdrücke mit denen des §. 2., so findet man 
c — J s x = B, x 7 = C, x l = D, x* = E.... 

a = a, b — b, = o, =s ff ? = o 3 — = b t = b, = b 5 — , 

folglich 

c . h . be 

~ = a + V ,. = 0 + 



C ^c_ a " t 'a- r -«tc. 



• + » 

a 

T etc. 



oder 

x = F(c:a + bc:o + bc:a....) 
Schon hieraus sieht man, dafs die Wurzel jeder quadratischen Glei- 
chung durch einen Kettenbruch ausgedrückt werden kann. Dieser Gegen- 
stand wird jedoch später genauer erörtert werden. Unter deu Reihen 
aber, aus welchen Kettenbrüche auf solche Weise abgeleitet werden kön- 
nen, ist besonders diejenige merkwürdig, welche zuerst Gaufs au 
Zwecke angewandt hat **), 



*) Dieser Ausdruck wird später noch auf andere Wei». «funden w.rdeu. 
**) Comm. $oe. Gotting, ree. T. //. ad a. IS12- 
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Es sei 

«PI, > »T t *t 1>2iC<{+1 *t l.2.3.c.c + l..+J 

gegeben. Die Buchstaben ar und 6 können ohno Änderung des Werthes 
der Reihe vertauscht werden, also ist Q(a t b, c,x) = 0(6, a , c , *). 

Setzt man 6+1 statt 6, c + 1 statt c, so findet man 

®'ff,Hl,C+l,x) = 1 + " 5+1 j+ '■4t.HI.H2j, «.o-H.q-|-2./+1.6+ 2.fr- r 3 , 

* y c+1 T 1.2.c + l.c+2^ T 1.2.3.cfl. c + 2.c^3 r,,M 

und wenn man die Glieder, die gleich hohe Potenzen von x enthalten, 
mit einander verhindet, so findet mau 

W+ . ) c + ,,,)- W> c,,)=f.^x[l + ^, + ^^....] ( 
oder 

<p(o, 6 + I, c +1, x) — <?(*, 6, c, x) = i. ^=|x<p(ß + 1, 6 + 1, c + 2). 
Hieraus folgt, 

i. yfa c + 1> *> = i 

tp(a,b, c,x) * c— j y ^+l,6-f t lC +2, j) ' 

c "c + 1 * <jpta,fr + l,c+l, x) 

Setzt man in Gleichung (1.) 6 + 1 statt a, <z statt b und c+1 statt c, so 
fiudet man 



7>(6 + l, o+l, c+2, *) _ i 



7(6 + 1,0,0 + 1,*) <_ H_l-c- o + l yf/,-f-2 t q+1, c+3, *) 

l.c + 2 *>(6+l, «+l,c + 2, *) 



1 _ & + 1 • c - ft + j yiu+1, b + \>. c+3, * ) » 
c+1. c+2 >(o + l, 6 + 1, c+ 2, *} 
?(o+f . fr+l,c + 2) = 1 

6+1, c+1, *) t H'-e-q+l y(a + l, fr + 2, c+3) ' 

c+l.c + 2 *>lo+l, 6+1, c + 2) 

und wenn man diesen Werth in Gleichung (1.) substituirt: 

2 tf ! °' «+1. . . l_ 

9lo,6,c,*) n o — 6 

1 . — p-X 

c c+1 



_ fc-f.l.C- q+l yfo + t, fe+o, c + 3, g 
c +t. c + 2 >;«+l, 6 + 1, c + 2,*/ 
Substituirt man hier a+i statt o, 6+1 statt 6, c+2 statt c, so findet man 

jK"+ 1 .6+ 2. c+3,* ) i_ 

y^+i,6+l,c+2;*) ,_«+! c+1— & 

c+T c+3 * 

1 6 + 2. e ~ a +2 y(« + 2, A + 3, c+0 77]' 
c + 3.c+4 >(« + 2. fr + 2. c+47x) 
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Diesen Werth kann man wieder in Gleichung (2.) Substituten', und Fährt 
man auf diese Weise fort, so entwickelt sich ^t^lXl' ^ einen 
Kettenbruch, desseu Theilnenner alle = 1 sind, dessen Theilzähler abwech- 

sehid =-( B + 2 B ).(c+2»-l)* Und lc+2m + l)ic + 2/*.+2j * * mÜ ' 
wo lür m nacheinander die Wierthe 0, 1 , 2, 3 . . . . gesetzt werden müs- 
sen (den ersten Theilzühler ausgenommen, der = 1 ist). Mau hat also 

tf(a, l>+t, r-ft. ,r) 
<f (", l>,c,x) 

Setzt man 0 = 0, so wird (£ («, b t c, jr) = 1 , und man erhält in diesem 
Falle aus Gleichung (3.), indem man zugleich c — l statt c setzt: 

_ ..f. , (i+»i.r-4-m — 1 , w-f-Lc-f-m— « «1 

4. l 9 c,x) = A# [» ■ 1 - T^TcT^, J;1 - c + I..cT^-i J:t J • 

Jede Reihe, die in der Form (ß(ß, t,r, x) enthalten ist, kann daher so- 
gleich iu einen Kettenbruch verwandelt werden. Gaufs hat gezeigt, dafs 
die wichtigsten, in der Aualysis vorkommenden Reihen iu dieser Form 
enthalten sind. 

Ist z. B. o = l, c— 2, jr = —y, so ist 

<p,«, i,c,x) = i — ij + j/ — ir 3 ----» 

und daher 

l*Hjy-J#CM.W>-J*l w ^^ etc.] 

— v ■ /Tl 1 - t+m V 1+w v ll 

Es ist t = tang / (l — J tang 4 / -f- \ tang* / — $ taug", t....). Setzt mau daher 
a = {, c = \, x = -tang 4 /, so ist t = tang/ I, * , — taiigV) = 

tan g ,.^[l : 1 + ^g^tang 4 /: 1 + ^fl^ rf* »], also 



/ = tang / F 1:1 + 173 tang 4 /: 1 + ^-3 tang-/: 1 + ^ tang 4 /: I + ~ tang* /:!.... 

"T *T" ~r T 

man nach gehöriger Reduction 

/ = tang t F[i : i + tang 4 f : 3 + 2 J tang 4 / : 5 + 3 2 tang 4 / : 7 . . . . J 
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fiudet, was man kürzer durch t = tang/,^F[l:t +m*.tmgt:2m + 1] 
andeuten kann. 

Diese und die übrigen Kettenbrüche, welche Gaufs ans der Glei- 
chung (4.) entwickelt hat, sind in der Form +*:<*, + *:«,....) 
enthalten, oder können doch auf dieselbe zurückgeführt werden j sie müs- 
sen daher <§. 46.) mit denjenigen übereinstimmen, die man nach der Me- 
thode des $. 44. erhält. Man kann aber mit Hülfe derselben Prinzipien 
<p(c, 1, c, x) auch in einen Kettenbruch verwandeln, der der Form 
(1+ x:n, + x:o,....) entspricht, und also mit denjenigen übereinstimmen 
raufe, die man nach §. 36. erhält 

Man findet nemUch auf ähnliche Webe, wie die Gleichung (I.) ge- 
funden wurde: ^(« + l,6-l,c,*)-.<P(«,Ä,f,x)=^^x.(p(ö+l,6,c+l > x) 
und 

<f{a-\-i,b — l,c,x) c ><a + l, 6- !,«:,*)• 

Setzt man aber in Gleichung (3.), a + 1 statt a, b — 1 siatt b, so findet man 

y(q + l,M-H,g) 

^ X l (c + 2m).( C + 2m + l) 1 ~ (c+2m-MMHF^43) * ' J 9 

und wenn man diesen Werth in Gleichung (5.) substituirt: 

<p(a. b, c, jc) 



9>(a+l,6— 1, c> xj ~ 

Nimmt mau b = 1, so ist <P(a + l, Ä — 1, c,x) = 0, und daher 

7. <p(o, 1, c, x) = 

L ~« " (c + 2 w «;.(c- r -2m+l) X - 1 ~'(e+2«i+l).(c4-2m+2) X: 'J* 
Die Gleichheit der Ausdrücke (4.) und (7.) bildet wieder eine sehr merk- 
würdige Beziehung zwischen Kettenbrücheu. 

Setzt man wieder a = 1, c = 2, x = — jr, so giebt die Gleich. (7.) : 

wie schon §. 39. gefunden wurde. 
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Es ist wegen einer folgenden Betrachtung wichtig, den Werth von 
tangl in einem Kettenbruche ausgedrückt zu haben, welcher daher noch 
aus dem Torhergehenden abgeleitet werden soll. Will man die Reihe 

1 — 37 + 57 ") mit der Reihe (J.) vergleichen, so findet man 

wn = a, n' = b unbegränzt grobe Zahlen bedeuten, so dafs alle end- 
lichen, welche zu denselben addirt, oder von denselben subtrahirt werden 
sollen, als überflüssig weggelassen werden können , und n = n' = /i+l 
= n' -4- 1 = n -f- 2 = n' + 2 u. s. w. ist. Eben so findet man 



Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Gleichung (3.), so hat man 
und daher 

4 4 

= /.^[l:l- (4m+1 J (4m+3; :l — (4m+3 J (4m+ö) :l], 



tan^ = 4:l-j^:l- 3 4:l-il:l-^:l....] 

= F[f:l — f 2 :3 — f J :5 — /»:7....] 5 = 1 -.^:1— /*:2m + 1j. 
Folgender Fall verdient noch eine besondere Erörterung. Man hat 

x = sinx.cosx<p(l, 1, |, sinx 5 ), 
also, nach Gleichung (4.): 

8. x=F[siDx.cosx:l — {^rin*»:l — ^|ain*':l....], 

und aus Gleichung (7.) findet man 

9. x= F[sinx.cosx+sinx .cosx.£|sinx , :l— £?sinxM— ^sinxM....]. 

Ist sinx = 0, so ist auch x = 0, und daher auch die beiden Kettenbrüche 
(8.) und (9.) noth wendig =0; ist dagegen cosx na 0, so ist ainx== 1 und 
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r = 4> was auefa der Werth der beiden Kettenbrüche sein mufs. Da 
uich aber in diesem Falle der Ausdruck (8.) in *) f[o: 1*^:1- £§:!•*•*] 
und der Ausdruck (9.) in f[o + 0: 1 — fj: 1 1 .. ..] verwandelt, so 
müssen diese beiden Kettenbrüche nothwendig die Form haben, d. h. 
es muls /< [l — — £|; 1....] =0, und auch F[l — 1 - ....] =0 

oder allgemeiner, es muls 
m F \ t (i+m).(i+») , a±gMi±^ -il — n 

"~* l tt+2w>.(i+2*) ,Ä Ci+2m).(i+2in)- 1 J — " 
(nach Gleich. 4.)) und 

- jrfl (2 + m)(j-fm) , (i + n,)(Z-\- m) 1 _ . 
^ F l 1 "(i + am)(^+2m) ! -U + 2i-)(l+jSr)- 1 l ~ 0 
Aus diesen Bemerkungen lieben sich eine Menge einzelner Sätze 
ableiten. 

Au«i-rL = ofoJ e tl= o_ ^3^0 

t 1.2 1.2 I 3.4 



' 3.5| * 3.5 9 7 etc. 

3.4 3.4 

HL 

1 etc. 1 etc. 

3.4 , 3.4. 



7 — 



«Jetc. 9eic 



AehnUche Resultate Uelsen sich auch aus f[i — £| : 1— ^ 1 • •••] = <> 



Über die Verwandlung der Reihen in Kettenbrüche 
aufser den angeführten Schriften noch folgende nachsehen: 

Nouv. mem. de l'acad. de Berlin 1776. paff. '236 ff., und 1794. paff. 120. 
JVova acta acad. Petr. 1784. paff. 36 ff« 

Lambert Beitrüge zum Gebrauch der Mathem. Tbl. II. S. 54 ff. 

Annales de mathem. par Gergonne. T. IX. 

•) Diese Kettenbruche dienen als Beweis dar in §. 22. aufgestellten 

H 2 
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Drittes Kapitel. 
A. VerwandeluDg dar uneDdlichea Producta io Ketteobrüche. 

49. 

Unter unendlichen Produeten werden hier Bräche verstanden, de* 
ren Zahler und Nenner das Product einer unendlichen Anzahl von Fao- 
toren sind. Die Methode, solche Ausdrücke in Kettenbrüche zu verwan- 
deln, welche im Folgenden gezeigt werden soll, beruht auf der Eigen- 
schaft dieser Producte, sich in Reihen verwandeln zu lassen, welche Letz- 
tere wieder in Kettenbrüche verwandelt werden künnen. Es seien a lt 
o t , o,, .... a„ beliebige Ausdrücke, und man bilde aus denselben das Pro- 
duct (t+« t )(l +*,)(! +«,).... (!+«„)» welches durch das Zeichen 
( I -f- a,\n) angedeutet werden soll, so hat man 

(1 + oJ2) » (1+OCl+O = + + 

Hieraus folgt 

= (1+«0(1+«.|2) = l+^ + a.(l + «»|l) + «3(l+«|2), 
und wenn man auf diese Weise fortführt, so erhält man 
1. (l+o,!/2) = l+^+«.(l+flll)+« J (l+fl,|2) + .... + a B (l+o,|«--l). 
Auf ähnliche Weise kann auch der Ausdruck 

ü±5iW (! + «,) (! + «,). ...(! + «,.) 
(l + Äjn) (t + 6 1 )(l + fr.)....(l+*3 
entwickelt werden. Man setze 

- ix. . *+«« _ 1 i r . H»« . , ij.- 

i+s; Äl T^i — i-t-<v, .... qp^— i-f-<*», 



so erhält man aus der Formel (1.): 

oder, wenn man für c t9 c % > c 3 . . . . c„ die Werthe yq^r J^T* V+T) ' 
• - * TTr »nbstituirt: 

9 (H , *»l») ii g i — ft r i "i-^ (H-». 1 1) i i «»— b * (l-faj/t— 1) 

^ d+M«) - + l+Ä7 (l+*i|l) i ' "'" t " 1+6. (1+6,^-1)- 

Setzt man zur Abkürzung 

I + = rf, , t +> «, S5T rf, , . . . . 1 + ö, = d n , 
1 + A, = ff„ 1 + 4, = «?„ 1 -f b m = 
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so bat man *) 

2 d t .d,.d,....d„ H- rf '~ fl ( rf » — e * ^w | — -f. t d n —e„ d t </ t ....rf„_, 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Reihe i^di x f>^d± x ^di x ^ 

a i o, 

und setzt x= 1, so hat man 

d l —e i =A l (rf,— e,)d l =A 1l (rf 3 — e,)rf,.rf,=^j .... «-OHrfj.».4m>„ 
folglich (§. 31.) 

d t .d a .d t „.d n . rf,-g, 
. , . - — *T / 



Dieser Ausdruck kann aber noch sehr abgekürzt werden, indem man die 
sich aufhebenden GUeder und die überHüssigen Factoren wegÜifct, und 
zwar findet man nach vorgenommener Reduction: 
rf,.rf, ,...d„ _ j , rf, — e, 

r,.e t ....e» _ (rf,— '»Hl-'» 

^ (rf t — t )(rf,-Qrf,.*, 



rf,.rf,— 



. rf ~ (rf,-< , ,)(rf«-< , «K«', 



Da die Bildung der Ausdrücke rf, , rf 2 , rf,, .. . . e lf durch keine 

Voraussetzung beschränkt ist, so kann man also jedes beliebige unendliche 
Product, mit Hülfe dieser Formel, in einen Kettenbruch verwandeln. 

Will man diese Formel in einen allgemeinen Ausdruck zusammen- 
fassen, so hat man 

M rf t .rf,....rfw m Jf f « I ^1 e % 

*• f,.*,....*. *— V T (rfm-, - *,»-,)(«/,.+. — «,+,) rf„ ■ f w \ 

wo d 0 —e 0 == 1 gesetzt werden mufs. 
Es ist z. B. 

rf, = 2, rf, = 2, rf, = 4, rf 4 = 4, rf s = f>, rf & =6, .... 

f , = 1 , ti = 3 , ffj = 3 , c , — 5 , = 5 , * | = 7, .... 



•) Schweins Aoalysi» S. 235. 
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so ist 

5. y = F(l + l: 4 l + 1.2: 1 + 2.3; 1 + 3. 4:1 etc.)*). 

Man könnte auch y = 3 t 5 3 7 } schreiben. Setzt man nun 

d t = 2, rf 2 = 2, rf 3 = 4, rf 4 = 4, rf s =6, < = 6,.... 
<?, =3, e 2 = 1 , ff, = 5, f 4 = 3, ^ = 7, e>, = 5, 
so findet man 

6. 2. = F(l — 1:3— 2.3:1 + 1.2:3 + 4.5:1 + 3.4:3 + 6.7:1 etc.). 
Würde man 

rf 1 = 2.2, </ 2 = 4.4, ^ = 6.6, d 4 = 8.8, .... 
^ j = 1.3, €2 = ~ 3 • i), ffj == 5 . / , -f« ^ / . 9, .... 
setzen, so erhielte man 

l.J.O 4'. 6'— 3.5'. 7- 6*. 5. 7 

6» .8* -5. 7». 9 sie, 

und auf ähnliche Weise könnte man noch andere Entwicklungen von 

-7- finden. Eine andere bekannte Formel ist 

a 3.6.6.12.12.18.18.24.... 



2 — 2.5.7.11.13.17.19.23....' 

Setzt man daher 

rf, = 3, rf 2 = (i, d 3 = 6, <f 4 =12, .... 
ti — 2, 6 ; — 5» ffj '> ^4 == II» . • « • 

so bat man 

|bF(I + 1:2 — 2. 3:8 + 5.6:1 + 6.7:5 + 11. 12:1 +12. 13:5 etc.), , 
oder (nach §. 15.) 

8. £>=F(1 + 1:1 + 1: 1+2.3:2+5. 6: 1+6.7: 5+1 1.12: 1+12.13:5 etc.). 

Der Ausdruck . 2.2. 6.6. 10. 10 ..-. 

» ~ ~~ 1.3.5.7. 9.11.... 



giebt, 

rf, = 2, d, = 2, </, = 6, rf 4 = 6, . . . . 
«r, = 1, e, = 3, *j — 5, e 4 ^= 7, 



•) Diesen Ausdruck hat «chon Euler auf anderem Wege gefuiiden com, ac 
Petr. T. 11. pag. 48. 
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9. y/"2 = F(l + 1:1 + 1.2: 1 + 2. 3:3 + 5. 0:1 + 6.7:3 + 9.10: t etc.) 
Die Kettenbriicho (6.), (8.), (9.), bei welchen die Theilnenner ab- 
wechselnd wiederkehren, während die Theilzähler nach einem be- 
stimmten Gesetze fortschreiten, sind besonders bemerkenswert!), weil sich 
aus keiner bisher bekannten Methode ähnliche Kettenbrüche ergeben 
haben; vermöge der Formel (4.) dagegen ist es leicht, eine Menge solcher 
Kettenbrüche zu finden. So z. B. findet Euler (Intr. in an. inj. $. 185.): 

7i _ 4.4.8.8.12.12.... 
2V"2 — 3.5.7.9.11.13....' 

Hieraus erhült man 

10. ^ = i< (1 + 1:3 + 3. 4:1+4. 5:3 + 7. 8:1+8. 9:3+11. 12:1 etc.). 

Man bemerke, dals es sehr leicht ist, solche Kettenbrüche, die aus unend- 
lichen Producten abgeleitet sind, auf irgend eine Potenz zu erheben. Denn 

,1a (iM:^)' = 80 findet man aus Formel (4.), in- 

V t . e t . e, e„/ ^ ,«J.#J ....«* 

dem man statt d, c aberall tf*, e* setzt: 

/ </,.</,.</,... m F t. . d\-e>, 

v,.. J - v + (di_ t - «, +> - S • ja 

So z. B. giebt der Ausdruck 

2l . . 2'.2'.4 '. 4*.6 , .6'.... 
4 1* • 3* « 3* . a 5* • 7* . • • i ^ 
man rf x = 2, </ 2 = 2, .... e v sa 1, * 2 = 3, .... setzt : 

T 77 T.5.r.2» 

9 -ö +lb , -15 1 etc. 



B. Verwandelung der Keltenbruche in unendliche Producte. 

50. 

Es werde der zu verwandelnde Kettenbruch durch die allgemeine Formel 
angedeutet, welche 
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Product df ' d * ' d ' ' ' ' verwandelt werden, so vergleiche man den Ausdruck 

f , • • t , • • • 

,r,*X l +" — 6"v mit der Formel (4#) 468 *• 4ö -> findet 

„ = 4-e„ also ^«fl+fl,, = urf 4 M 2±2i, 

Hieraus findet man 

m ry i fe/n °m ■ d m (d m , f 1 ) 



19 ,, — °m . *m (c/i«- t Cw— i ) 1 
a. ^„4.1 = rj 7 : : und 

|^ t/m-fl _ £w b„ — a„. dmidm-t — *m-l) 

" d m ' b m — a m .e m (</„_, — e m -0 ' 



Vermöge der Formeln (12.) und (13.) kann man also jeden Zäh- 
ler und Nenner eines Factors des unendlichen Products berechnen, 

und zwar auf dem Wege der Recursion, indem man d m , »/„_, , e mf 

als bekannt voraussetzt. Eigentlich aber ist es nicht sowohl wichtig, die 

Zähler und Nenner der Factoren einzeln, als vielmehr ihren Quotienten 

zu kennen. Diesen kann man aber auch durch ein independentes 

Verfahren, <L h. unmittelbar aus den Gliedern des Kettenbruchs finden, 
ohne die Zähler und Nenner der vorhergehenden Factoren zu kennen. If» 
dieser Beziehung bemerke man Folgendes. Es ist nicht blos der ganze Ketten- 
bruch t Zj (t + - — r\ dem 8 anzen unendlichen Producte d >- d *' d * d 

* m \ • 1 • • 1 1 • t . • . . • 

gleich, sondern auch jeder Theil des Kettenbruchs einem Theile des 
unendlichen Products, d.h. es ist l+£ = i, i + 2_ « ^li, 

1 + 2 = d " d *- d u. s. w. Dies folgt unmittelbar aus For- 

' b, e, . f, . e , . . . . t » 



mel (3.); denn liifst man das unendliche Product irgendwo abbrechen, 

rf 4 — rf s =s rf t , = .... =s 1, 

ff« f 5 — ff,, .... 1 . 



setzt man z. B. 

a 4 — o 5 — er,, — .... = j, 
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so hat man 

und nach Formel (4.) 

<*> ■ _ ! . <*. — «-. „ 

f dieselbe Weise findet man, dafs jeder andere Theü des 



liehen Products dem entsprechenden Theile des Kettenhrucbs gleich ist. 
Zwei auf einander folgende Theile des Kettenhruchs /VF(l+ü 

t S+j (l + - — r sind also bezüglich =*'- rf »- - </ '-t" > li^a , md 

der zweite Ausdruck durch den ersten dividirt, giebt — + \ Will man also 

*>>+» 

dir successiven Theile des unendlichen Products erfahren, so berechne 
man die successiven Theile des Ketteubruchs, dividire jeden folgenden 
durch den unmittelbar Torhergehenden, und die Quotienten werden das 
Verlaugte geben. 

Es soll z. B. der Kettenbruch 

/\l + l:t+2:2 + 3:3 + 4.4....) = 4 -F(l+i) 
in ein unetuHiches Product verwandelt werden. Hier ist 

also 3+± 

*i = ^i=r=ii = l 8_16 tf, 5 30 75 

e, " ' 1 ' e, 2 Ii 4» e, 3' 5 15' <- 4 ~" "8 " 19 ~ 7ö» ' " ' ' 

Das Gesetz, nach welchem diese Factoren gebildet sind, fällt in die Au- 
gen. Es ist nemiieh 

i 2 _ 3 1 d,_ 4(3.14-1) «f.. 5[4r3 1+l)_l] 
e, P r, 3.1+1' 4(3.t+lp' ^~5l4(TT+i )-lJ+l - 

Aus der Natur des gegebenen Kettenbruclis kaun man aber leicht ablei- 
ten, dafs dieses Gesetz allgemein ist, d. h. wenn der nte Factor des un- 
endlichen Products =7^-7 ist, so wird der /?+lte Factor — *+ 2 r/ ±') 

t±l «+2(/+l;qfT 

I 
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in. Denn e» »ei«) £ = I + — 7 = ,.r.,f (l+ ^). Irt nun 

.5-1 



folglich 

. t/n _ 0"*" m) _ + = _L 

* ÄF ^ 1+ mJ~"(«+2)t(«+iJ*±lJTi (« + 2) (/+ l; + l * 

Nun ist aber wirklich 

A^(«+=)-t+^i = T-jniFT. 

i 24 ß 

+3 = 1 +-7T2 = 16 = 474=7» 

folglich «Ilgen««, ,-F (l + „ Jffifc, , wenn ,_r.,f (l + =) = i 

ist] und das Bildungsgesetz der Factoreu ist daher allgemein bewiesen. 

Aus späteren Betrachtungen (§. 69.) wird sich ergehen, dafs 

=7^T i8t ' man hat daher 

t _ 1 ^ _3 1 f> 75 456 3185 

e-1 — J_ ~~ 1 * 4 ' 15 * 7(i ' 455 * 3186 * * * * 
e 

Wollte man die Factoreu nach den Formeln (12.) und (13.) berechnen, 
so hiitte man 



*) Und zwar soll ~ den Bruch bedeuten, welcher aus der Verwandelung von 

,_1L l F^t+~) in einen gewühnlhhen Bruch entslehl, ohne dafs eine fernere Reduc- 
tion vorgenommen wird (vergl. §. 3.). 
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n=l, Ä, = — 2, b 7 = —3, A 3 =— 4, .... 
», = 1, fl,= 2, a 2 = 3, öj= 4, .... 

rf,«3. „, = ^2 = 3, rf, = ^i = 4, 

— 2 — 2 

*i = l, e 7 = ~ =4, * 3 = 




l.-l ' 3 4.-1 

Es wurde früher ($. 32.) gefunden : 
i = /(l + l.l:2+3.3:2-f5.5:2etc.) = Q T ie F(l -f- (2m+ 1) J : 2). 
Soll dieser Bruch in ein unendliches Product verwandelt werden, so hat man 
— i Ii 11 — ! iii 1* |.J _ 106 , , 1 _945 

m , ,,„.„ 4 _ I 3 10 91 684 

n 1 2 13 /o 791 

Das Gesetz, nach welchem hier die Factoren gebildet werden, leuch- 
tet ein, sobald man sie auf folgende Weise schreibt: 

-3_ 3 1 10 5.2 91 7.13 684 9 7f. 

2 ~~ 3.1-1' 13 ""5.24-1.3' 76~"7.13-1 3.5» 789 "~9.76-|-1.3.5.7 ' 
und es ist wieder leicht, die Allgemeinheit dieses Gesetzes aus der Be- 
Mt des Kettenbruches abzuleiten, sobald man bemerkt, dafs, wenn 



der mte der Theile y» y> j§ = y «*> alsdann der /n + lte 

51. 

Die im Vorhergehenden gezeigte Verwandlung der Kettenbrüche 
in unendliche Producte beruht auf den Betrachtungen des §. 50. Sie kann 
aber auf einfacherem Wege gefunden werden. Man kann nemlich statt 
Kettenbruchs F(a,a m ) den Ausdruck 

/ F(a.« t ) F(o, a t ) F(a, o,) Fia.a^) F(a.a m ) \ 

\ a ' F(a,t>y F{a,n t )" ' *F(a,a„_,)* F(a, €,„,_,)/ 

Hierdurch ist also der Kettenbruch sogleich in eiu Product ver- 



wandelt, und setzt man = — , F J"' a * = — u. s. w. , so fallen diese 

Ausdrücke ganz mit denen des vorigen §. zusammen, nur dafs dort a= 1 
war, welche Beschränkung nun wegfällt. 

1 2 
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Hieraus ergiebt sieb denn aueh unmittelbar ein Verfahren, jedes 
Product *•«*»•••.«*. iB einen Kettenbruch zu verwandeln. Denn 

t , e t . ... tu 

d a d t F(a,a t ) d t F(q,a,) 

T T' t;--^~> T,-f^T)* •••• 

d = (7, d i = a t a lf rL = n l ,a,a, r . ... 
e = 1 , r j = er . ff x , e r; . 

zu setzen, and die Wertho von o, <x t , .... 3j , A 2 , .... durch </,</,, .... 

e lt .... zu bestimmen. Man kommt hierdurch zuletzt wieder auf For- 
mel (4.) zurück, weshalb die genauere Entwickelung hier übergangen 
werden möge; nur bemerke man, dafe iu Formel (4.) d = e = 1 ist. 

Da nicht blos das ganze unendliche Product dem ganzen Ketten- 

brueh gleich ist, sondern auch jeder einzelne Theil , dd '- d -> Ut g> w> 

bezüglich jedem einzelnen Theile F(c, a,), F(a,a 2 ) u. s. w., so folgt hier- 
aus, dafe jedes unendliche Product, das man auf dem angegebenen Wege 
in einen Kettenbruch mit blos positiveu Gliedern verwandeln kann, con- 
vergirt, indem seine einzelnen Tbeile abwechselnd grüfser und kleiner als 
der wahre Werth sein, und sich demselben immer mehr nähern werden, 
je mehr Factorcn man zu ihrer Bildung anwendet (§. 11.). 

Die im vorigen §. gefundenen Entwickclungen in unendliche Pro- 
duete scheinen nicht blos deswegen interessant zu sein, weil man sie 
noch auf keinem andern Wege erhalten hat, sondern weil man überhaupt, 
so viel dem Verfasser bekannt ist, bisher nur für Functionen von * un- 
endliche, aus ganzen Zahlen bestehende Producte gefunden hat, keines- 

weges aber für Functionen von <?, wie der hier gefundene Ausdruck 

ist. Da der Ausdruck einer Menge ähnlicher Functionen in Kettenbrüchen 
bekannt ist, so können aus demselben mit Leichtigkeit eben so viel un- 
Producte abgeleitet 
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Viertes Capitel. 
Suramirung der Kettenbrüche. 

52. 

D ie Frage nach der Summe oder dem Werthe eine» gegebenen Ketten- 
brucbs kann nur dann besondere Schwierigkeiten darbieten, weun dieser 
Kettenbruch ein unendlicher ist. Die Werthe endlicher Kettenbrüche findet 
man durch Reduction nach §. 5., daher sind letztere von den folgenden 
Untersuchungen ausgeschlossen. Es sollen ferner nur solche Kettenbrüche 
betrachtet werden, deren Zähler und Nenner ganze Zahlen sind, da alle 
übrigen Kettenbrüche *) auf Kettenbrüche dieser Art zurückgerührt wer- 
den können (§. 18.), und zwar wird stillschweigend angenommen, dafs 
die Theilnenner, den ersten etwa ausgenommen, alle positiv sind (§. 19.). 

53. 

Um aber Dunkelheiten und Widersprüche zu verhüten, ist es hier, 
wie bei den Reihen, nöthig, den Sinn des Wortes Summe und dio Be- 
deutung des convergirenden und di vergirenden Kettenbruchs ge- 
nauer zu bestimmen. Es wurde früher gezeigt (§. 28;), dafs man statt 
eines jeden Kettenbruchs F(a, a„) auch 

n -f F[a, «,) — a + F («, ß») — F(a, a,) +•••• + F(a, a„) — F(a, o„_,) 
sehreiben kann. Setzt man zur Abkürzung 

— o = r, F(a,a^ — F{a, ai ) — r lt .... F^aJ — «—»)=%_», 

so ist 

F(a f O = a + r-fr.-f-r.-f-.... 
Ist nun dieser Ansdnick so beschaffen, dafs er niemals über alle Grunzen 
hinaus wächst, so viel Glieder r, r,, r ty .... man auch zu dessen Bil- 
dung anwendet, sondern im Gegentheü immer zwischen angebbaren end- 
lichen Grunzen enthalten ist und sich einem bestimmten Werthe unbe- 

•) Wofern »ie aus rationalen Grüben gebildet und. 
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grunzt nähert, m> heilst der Kettenbnicb ein convergenter, und dieser 
bestimmte Werth heilst die Summe des Kette« hruchs. Wächst aber 
der Ausdruck a -f- r-f- 1", -f- r, ... . über jede angebbare Grunze hinaus, wenn 
man nur eine hinlängliche Anzahl von Gliedern zu dessen Bildung anwendet, 
so heilst der Kettenbruch ein divergenter. In diesem Sinne hat also 
ein divergenter Kettenbruch keine Summe. Würde man dagegen unter 
Summe eiues Kettenbruches nur einen Ausdruck verstehen, aus welchem 
sich durch gewisse Operationen dieser Kettenbnicb entwickeln lädst , in 
welchem Sinne das Wort oft in Rücksicht auf Reiben gebraucht wird, 
so würde der divergirende Kettenbruch eben so wohl wie der conver- 
girende eine Summe haben können. Ein solcher Ausdruck soll aber im 
Folgenden nicht die Summe, sondern die erzeugende Function des 
Kettenbruchs heilsen. 

54. 

Ein Kettenbruch F (a, a„) — / (a + b t : o, -f- b t : a t etc.) , in welchem 
nur positive Gröben vorkommen, ist immer convergent ; setzt man ^7-^ — : 
= M, so ist M eine positive Gröfee, also F{a, a m ) = c -f -^-^ji und da ~ 
her o m )^° ^b,. Je mehr Glieder man zur Berechnung anwendet, 

desto näher kommt man dem wahren Werthe, und es ist leicht zu bestim- 
men, wie weit man in der nähernden Berechnung vorgeschritten ist (§. 1 1.). 

Sobald eiu Theil F(a m , 0m4l .) eines Kettenbruchs F(a, a M+ „) cou- 
vergirt, so convergirt auch der ganze Kettenbruch. Denn es sei die Summe 
des Kettenbruchs F(a m , o w+ „) = M , so kann man statt F(a,o m + n ) den 
endlichen Kettenbruch F(a+ A, :«,-{-.. ..±L„i M) setzen, des»» n Summe 
durch Reductiou gefunden werden kann. Hieraus folgt, dafs wenn die 
ersten Theilzähler eines Ketten bruchs positiv oder negativ sind, von einer 
gewissen Grunze an aber nur positive Theilzähler vorkommen, der Bruch 
convergirt. Ein solcher Kettenbruch hat mit einer Reihe Ähnlichkeit, die 
anfangs wenig, dann aber schnell convergirt. Wendet man zur nähernden 
Berechnung nur die ersten Glieder an, so kann man sich sehr weit vom 
Mahren Werthe entfernen. Geht mau aber in der nähernden Berechnung 
weiter fort, so dafs man auch eiueu Theil des Kettenbrucbs zu Hülle 
nimmt, in welchem alle Theilzähler positiv sind, so wird man dem wah- 
ren Werthe desto näher kommen, je mehr Theilbrüche man zur Berech- 
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ming anwendet, und zwar werden alsdann die Resultate abwechselnd 
kleiner und gröber als der wahre Wurth sein. 

55. 

Sind alle Theilzühler negativ, so wird der Bruch convergiren, wenn 
H«r Theilnenner a H grüfser ist als der dazu gehörende Theilzühler Ä,.' 
Denn es sei der Bruch F(a, ff^) = F(a — b :a l ~b t :a t — b i :a J ....) ge- 
geben; man betrachte einen beliebigen Theil desselben: 

O = F(a — b x ia l — 6,: ff*.,., — b m : a m \ 
Ist nun allgemein a n *>b„ t so ist: 

ft.>0- B — — £><W- 1, ,-5o> B — 1| 

o«— i am— l 

dm O m 

und führt mau auf diese Weise fort, so findet man 

also F(a — b t : ff, — b t : a t . . . .) > J *. Der Kettenbruch ist also zwischen 
zwei angebbaren Grunzen eingeschlossen, d. Ii. er convergirt, und ist einer 
positiven Gröfse gleich, die zwischen a — 1 und a liegt. Nur in dem be- 
sonderen Falle, wenn jeder Theilnenner den dazu gehörenden Theilzühler 
um eine Einheit ubertrifft, d. h. , wenn allgemein a m = b n + 1 ist, ist der 
Werth des Kettenbruchs genau a — 1. Denn er ist alsdann = 
/'[«-A,:(A.+ l)_^:(Ä,+ l)-A J :(Ä J -|-l)....], 

nun ist 

Eben so hat man aber auch 1 s= fe + i — 1 > 1 = 6 +1 — 1 u * *' W,; 8ub ~ 
stituirt man daher allmülig diese Wertlie der Einheit, so findet man 

l=/[A I ;(Ä l +l)-.Ä.j(A +1)_A J :(A,+ 1)....], 
uud daher ist der angegebene Bruch =o — 1. 

Wären einige der Theilzühler positiv, so würde die Convergenz 
noch deutlicher sein, und zwar brauchte dann der zum negativen Theil- 
zühler b m gehörende Theilnenner c m , auf weichen ein positiver Theilzühler 
l>m+i fo ! g f > nur = zu sein, denn es würe schon in diesem Falle 

woraus das Übrige wie früher folgt. Man sieht zugleich, dafe der positiv« 
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Theilzähler b m+l auch gröfser wie a m+l «ein darf, nur müssen die Theil- 
gröfser als die Eiuheit sein, denn wäre z. B. = I , so war« 



*„,_,— — , ein achter Bruch und ^ b m >i. 
etc. °«v-i — — Btr 

"» e,c - 

56. 

Ketteubrüche, in welchen auch negative Theilzühler vorkommen, 
wenn sie überhaupt oonvergireu und allgemein a n yb n + l ist (oder wenn 
b„ positiv ist, auch b„>a„), haben eben sowohl wie Kettenbrüche mit 
nur positiven Theilzählern die Eigenschaft, dafs man sich dem wahren 
Resultate desto mehr nähert, je mehr Theilbrüche man zur Berechnung 
der geuüherten Resultate anwendet. Denn man bemerke, dafs auch iu 
diesem Falle Zähler und Nenner eines späten n Yülierungswerthes bezüg- 
lich gröfser sind als die eines früheren , in Zeichen o, o, +l > a, a,i 
•i *»»*!■» nimmt man nemlich au, es sei wirklich a,a,>a,a, , t , so 
hat man a, a l+l = o /+l a t ± b^.a, (§. 6.). Gilt das obere Zei- 
chen, so ist an und für sich klar, dafs a, a, +l >a,a, ist, gilt aber das 
untere, so dafs b, +t negativ ist, so hat mau nach der Voraussetzung 
«/+i>Ä/+« + i > folglich, da a, > c, , auch a, o l+l >a, a,. Es ist aber 
der Zähler des Bruches a '- oder a,a, — aa x — b*) gröfser als a oder 

a,a (da a,>A,+ l ist), also allgemein a,a l+l >a t a,. Man könnte eben 
so beweisen, dafs überhaupt ö / .o M >o / , ß m _ „ und weil a m = C/ ; 
0/ +1 , a m = ff„ , a, +l ; so hat man auch o„ o„ > a /+J , <jr w , da a m , </,> a m , rv /+l 
ist. Hieraus kanu man wie in f. II. beweisen, dafs l'{a,a m ) — f («, 
kleiner ist als /'(ff, a M ) — #*(«, «,), woraus die Wahrheit unserer Behaup- 
tung folgt. 

57. 

Durch diese Eigenschaft werden aber diese Brüche keinesweges 
zur nähernden Berechnung eben so tauglich wie die Brüche mit nur posi- 
tiven Theilziihlern. Bei letzteren nemlich sind jede zwei auf einander fol- 
gende Näherungswerte abwechselnd gröfser oder kleiner als der wahre 
Verth des Kettenbruchs, mithin gehören die ersten Ziffer», die beiden 
gemeinschaftlich sind, sicher auch dem wahren Werthe an, wodurch man 
^— — — — — — — — 

*) In dem besonderen Falle, wtrn a = t und a, =/) 1 -|-l wäre, halte 
aa, — b, = a, alsdann könnte man zeigen. dafs a, <# s ^>o,«, ist. 
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ein bestimmtes Maafs für den Grad der erhaltenen Annäherung hat. Wäre 
dagegen z. B. der convergente Kettenbmch F(d, a M ) = F(a — b, : o,_ b t : a t ...) 
mit durchaus negativen Theilzählern gegeben, so wurden alle Nüherungs- 
werthe grüfser als der wahre Werth sein, und man würde daher von 
keiner Ziffer mit Bestimmtheit angeben können, ob sie dem wahren Werthe 
angehörte. Denn setzt man zur Abkürzung F(b t : a t — bj-.a,— ä 4 :o 4 ...)= M, 
*\b i :a i — b 4 :a i ) = M l , F(b A : a< — b & : a s ) — M t u.a. w., so ist 

„ \„ ir> _ \ ~ 57"» — II. S.W., 

da M, M it M u. s. w. positive Gröfsen sind (§.55.), also 

-*M 

Man kann aber in diesem Falle zu jedem Nüherungswerthe noch einen 
anderen Bruch finden, welcher kleiner als der wahre "Werth ist, so dafs 
dieser wieder zwischen zwei Grunzen eingeschlossen ist, und daher die 
nähernde Berechnung eben so sicher wie bei den Kettenbrüchen mit nur 
positiven Theilbrüchen angestellt werden kann. Denn da M, M lt M„ 
u. s. w. echte Brüche sind, so hat man 

— ;£i<— —st—^ <—*__*_. -• 

a l —V a a — M t 

ersten Ziffern, welche den Brüchen 



a — ^unda 0 — — * ( uud a - 

a, °i— t 7 a, a, 



II.«. 



. könnte mau zur Unterscheidung mittel- 



grmeiu sind, gehören also auch dem wahren Werthe an. Die Brüche 

bare Nüherungswerthe nennen. 

Es Rei z. B. der Kettenbruch y-i-|»F(i—h3- 1:5-1:7- 1:9 etc.) ... 

(§. 48.) gegeben ; die Theilnenncr siud sümmt-lich gröfser als die entspre- 
chenden Theilziihler, daher convergirt der Bruch, und man findet: 
Naherungswerlbe. Mittelbare Nnherungswerllie. 

|- = 6,6606666 .... -j s= ü,500ü;)00 .... 

K 
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Naheruogswerlbe. Mittelbare IVaheruDgswerthe. 

- = 0,6428571 j- t = 0,6363636 

§| = 0,6421052.... || = 0,6419753.... 

^ = 0,6420927 .... ^ = 0,6420911 .... 



folgt _1_ < 0,6420927 .... 

lang 1> 0,6420911 , 

es ist also bestimmt r =» 0,64209 ..... und man hat auf diese Weise 

tang t * * 

den Werth des Kettenbruchs schon auf 5 Dezimalstellen genau gefunden. 

Der wahre Werth ist j—^ss 0,642092.... Dafc bei den Kettenbrü- 

chen mit blos negativen Theilziihtern die Näherungswert he sämmtlich grö- 
ßer ab der wahre Kettcnbruch sind, könnte man auch aus §. 9. bewei- 
sen. Man schreibe denselben auf folgende Weise 

F(o + (- bj :«, + ( — b t ):a ) = F(a, a m ) , 

so ist 

F{a,a )~F{a y ai) == ± »'+«.«».-»..-», -.-fr». 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Anzahl 
der Theilzähler b l . . . . uugerade oder gerade ist. In jedem Falle ist 
also F(a,a m ) — F(a, a t ) negativ oder F(a,a t )>F(a,a m ), da ßi+»> a -> 
a lf a m ; a lf a t positive Größen sind ($.55.). 

58. 

Wären die Theilzflhler alle uegativ, und nicht allgemein 
so würde daraus noch nicht folgen, dafs der Kettenbruch zur Berechnung 
uutauglich wäre, sondern im Gegcntheil, wenn auch unter den ersten 
Thcilzablern manche die entsprechenden Theilncnner übertreffen, sobald 
sie nur von irgend einem b r an gerechnet, sämmtlich kleiner als die ent- 
sprechenden Theilnenner sind, so wird der Bruch von dort an nach §. 55., 
und daher auch der ganze Kettenbruch nach $. 54. convergent sein ; wenn 
daher auch die ersten Glieder keine genügende Resultate zur nähernden 
Berechnung bieten, so kanu man doch so viel Theilbrüche zu Hülfe neh- 
men, dafs auch ein Theil der auf b r folgenden sich darunter befindet, 
und so mit llülfe der mittelbaren Näberunjjswerthe immer Grunzen fin- 
den, zwischen welchen das wahre Resultat liegt. Hieraus folgt, dafs jeder 
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Kettenbruch zur nähernden Berechnung tauglich ist, hei welchem die 
Theilzühler einen beständigen Werth haben, während die Theilneoner 
ins Unendliche fortwachsen, weil man, wie grofs auch der Werth der 
Theilzühler angenommen wird, immer an einen Theilbruch kommt, von 
welchem an gerechnet, die Theilzühler kleiner als die Theilnenner sind. 
Dies ist z. B. der Fall bei dem Kettenbruche 

_L_ = F(l — f:3 — f :5 — <»:7-r f :9 . . . .) (4. 48.). 
tangt . 

Setzt man < = 2, so ist 

_i-=F(l— 4:3-4:5— 4:7— 4:<)....). 

taug 1 

Der erste Theilzühler 4 ist gröfeer als der Theilnenner, die übrigen Theil- 
zühler aber sind sümmtlich kleiner als die entsprechenden Theilnenner, 
daher wird sich der Bruch 1—4 sehr weit vom wahren Resultate ent- 
fernen, je mehr Theilbrüche man aber zur Berechnung anwendet, desto 
näher kommt man dem wahren Resultate. Fängt man die Rechnung an, 
so findet man 

Näherungswerthe. Mittelbare Näherune*werl1.<>. 

=-0,3333333 ..., 1 ~i_ = _ 1,0000000 ... , 

iL L — 0,8181818. . . , — 1 = — 1,0000000 



'"TT 

_ g = - 0,90769*23 .... -% = ~ 0,92 39259 . . . , 



SS — U,W/OV/J — Tyj 

_ jg = _ 0,9149722 ~m =*- 0,9159663 • ' ' ' 



2357 



«™ p. ± 0,9153048 .... « ~ 0,9153398 .... 

f0,fit _2_> 0,9153048..,, 

t„n S 2<0,9153398.... 

also 

=-0,9153...., 

der wahre Werth ist ^ 

2,1850404 ~ Ä 0.91531.... 
59. 

Nach den Kettenbrüchen mit bloß« negativen Theilzühlpm werden 
noch diejenigen besondere Berücksichtigung verdieneu, bei welchen dieTbeil- 

K 2 
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cütilcr abwechselnd positiv oder negativ sind, die also durch 

F(a, flm) = — »,:«, + Ä t :« t — ■•»»«•+*•••••) 
angedeutet werden können. Zur Convergenz ist nur erforderlich, daf* b tt 
b 3 , b it .... bezüglich nicht gröfser als ff, , flj, a h . . . . sind, dagegen kön- 
nen b ty b 4 .... größter als ff, , a 4 • . . . sein (§. 55.) ; sollen aber die Nühe- 
rungswerthe bestimmt dem Kettenbruche immer näher kommen, so mufs 
Cj, ff». ... gröber als b lt b it A 4 . . . . u.s. w. sein ($.56.), und zwar 

werden die zwei ersten Nüherungswerthe F{a, = « — F(a,a t )zs 
o — -^t±L kleiner, die zwei folgenden gröfser als der wahre Werth sein, 

und überhaupt werden diejenigen Näherung* werthe, welche 4j-f-l> 4* + 2 
Theilzähler enthalten, kleiner, dagegen diejenigen die 4j, 4.9 + 3 enthal- 
ten, gröfser als der wahre Werth sein. Denn schreibt man den Ketten- 
bruch auf folgende Weise: 

F(ff, O = H<* + ( - K) : a , + K : ff. + (— ij : ff , + Ä 4 : ff ), 

so ist allgemein 

F(«, ff m )-F(ff, «,) = + ««+..'»•-*■•». — »;-.•<?»»*) 

wo die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen sind, je nachdem die 
Anzahl der Theilzähler ungerade oder gerade ist (§. 9.), oder je 

nachdem / gerade oder ungerade ist. Daher wird /''(o, o B ) — F(a,ai) positiv 
sein, wenn / = 1, 5, 9 . . . . oder = 2, 6, 10 ... . ist, dagegen negativ, wenn 

/ = 3, 7, 1 1 .... oder = 4, 8, 12 ist, wie behauptet wurde. Wenn 

man daher zur nähernden Berechnung nur den zweiten und dritten, vier- 
ten und fünften, sechsten und siebenten Näherungswerth u. s. w. anwen- 
den will, so kann man diese Kettenbrüche eben so sicher, wie die mit nur 
positiven Theilzählern anwenden, weil zwischeu zwei solchen Näberungs- 
werthen immer der wahre Werth liegt; will man dagegen alle Nüherungs- 
werthe benutzen, so mufs man wieder zwischen dem ersten und zweiten, 
dritten und vierten u. s. w. einen mittelbaren Näherungswerth einschalten. 

Wäre der Kettenbruch in der Form i''(o -f-ff,: ff, — b t : a a -f~o,:ffj....) 
enthalten, so müfste b if A 4 , b ü n. s. w. kleiner als o„, o 4 , o 6 u. s. w. sein, 
und es würden alsdann die Nüherungswerthe kleiner oder gröfser als der 
Kettenbruch sein, je nachdem sie 4.y, 4 s-j-l, oder 4J-J-2, 4*4-3 Theö- 
zähler enthielten, was man wieder aus der Formel 
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ableiten kann. Man mufs auch hier wieder eine ähnliche Bemerkung machen, 
-wie in (§. 58.), dala nämlich der Kettenbrucb zur Berechnung tauglich ist, 
wenn auch nur von einer gewissen Gräuze an die Theilzähler kleiuer als 
die dazu gehörenden Theiiueuner sind. Es sei z. B. der Ausdruck 

e = 1 + 1 + Y~r } + j .> 3 
gegeben (wo e die Basis der natürlichen Logarithmen ausdrückt). Setzt 
man in Form. A. (§.48.) a = R, 6 = 1, c = 1, x = ^ , wo R eine 
unbegrenzt grolse Zahl bedeutet, so wird 

e'=<p(M,i,|), * ; 

und (ebend. Form. 4.) 

e' = F[l:l—f:l + -^-:l — -£-:! + i-:l etc.] = 

F(l:l— *:l+/:2 — *:3 + f:2 — f:5 + *:2). 
Dieser Bruch wird also unter allen Umstünden convergiren, weil man, wie 
groCs auch t angenommen wird, immer an einen Theilbrucb kommt, von 
welchem an gerechnet, alle negativen Theilzähler kleiner als die ent- 
sprechenden Theilnenner sind. 

Setzt man t = 1, so folgt hieraus : 
-1 = F(1 — 1:1+1:2 — 1:3+1:2 — 1:5 + 1:2 etc.), 

und man findet: 

Nüherungswerthe. Mittelbare Kälieruogswerlhe. 



0 — 0,0000000 

} ss 0,3333333 

1 := 0,3750000 

T V = 0,3084210 

^ = 0,3678160 

^'- = 0,3678750 



i = 0,5000000 

T \ = 0,3036303 

T W= 0,3079425 



• l >0,3f>7875G.... 
T<0,3679245.... 

uud dah6r 1 = 0,307 .... 

Der wahre Werth ist 
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2.718281828 = 0,3678794 .... 
ESo Kettenbrticb, in welchem die Theilzähler abwechselnd positiv und 
negativ sind, wird auch convergiren, wenn die den positiven Theilzühlern 
entsprechenden Theiluenner fortwährend wachsen, während die negativen 
Theilzühler und die dazu gehörenden Theilnenner beständig dieselben blei- 
ben. Einen Bruch dieser Art kann man z. B. aus 

ableiten, denn setzt man — t statt t, so erhält man 

c-' = i- = F(l: 1+^:1— / : o + ,;3_ r; 2 + /;5 — f:2....). 

Wie grofs man aber auch / in dem letzten Kettenbruche nimmt, immer 
wird man an einen, einem positiven Theilzühler entsprechenden TheU- 

nenner kommen, der größer als 4r ist, daher wird — _ $ eben so wohl 

* '"2 

positiv sein als — , und es wird überhaupt von dort au der Kettenbruch 
convergiren. 

60. 

Seltener werden Kettenbrüche vorkommen, in welchen die Zei- 
chen auf eine weniger regelmiiTsigo Weise abwechseln. Immer aber wer- 
den sich die Näherungswerthe dem wahren Werthe mehr uud mehr nähern, 
sobald die negativen Theilzühler kleiner als die entsprecheuden Theilnenner 
sind, und man wird bei einem jeden Nüheruiigswerthe durch die Formel 

F(a, oj - F(c, a,) = + »H«-'--<±^- f ±^>-"-<± *»fc> 

entscheiden können, ob er größer oder kleiner als der Mahre Werth ist. 

61. 

Man kann das in §. 55. — 60 Gesagte noch auf eine andere Weise 
ableiten. Statt nemlich die Kettenbrüche mit negativen Theilzühlern un- 



mittelbar zu betrachten, kann man sie, vermöge der Formel — 




— 1 + -j- . 6» (§.19.), in andere verwandeln, die nur positiv« 

~ ir a m -b„+R 

Zeichen enthalten, also nothweudig convergiren. Enthält der Kettenbruch 
F(a,o m ) nur negative Theilzühler, ist er also = F(a — 6 4 :e, — A, :o t ....), 
so giebt die Verwandlung 

F(« f 0 ll )«FK«-i)+l:t+* |t (« 1 -* I -.l)+ ö :(a.-A.^-i;....J. 
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Hieraus sieht man, dafs, wenn dieser Bruch durchaus positiv seio soU, 
o„>£.-f 1 sein mufs ($.55.), dafs ferner die Brüche a — ^, a — 

u. s. w. sämmtlich gröfser als der wahre Werth sind (§. 57.), denn ihnen 
entsprechen die Brüche 

F[(a — + 1 :!+*.:(«.— *. — !)+ IslL 
f[(fl— 1) -f 1 : 1 -f- b x : (o, — 6, — 1) + 1 1 + ä («.— 0 + 1 r 1] u. s. w., 
die sämmtlich grufser als der wahre Werth sind. Dagegen entsprechen 

die »tUU^ tfi^weHhe a-^, — — • *• 

Brüchen F[(o — 1) + 1 : 1 + b t : («, — b t — 1)] , 

die kleiner als der wahre Werth sind. Man erhalt daher durch diese Ver- 
wandlung dieselben Nähernngswerthe, wie durch das in (§.67.) gezeigte 
Verfahren, nur ist letzteres kürzer und daher in der Anwendung vorzu- 
ziehen. Auf ähnliche Weise könnte man auch die übrigen im Frühern ge- 
fundenen Sätze ableiten ; jedoch ist es unuüthig, hierbei länger zu verweilen. 

62. 

Sobald nicht, von einer gewissen Grunze an, alle Theilznhler klei- 
ner als die entsprechenden Theilnenner sind, so hört bei den Kettenbrüchen 
mit negativen Theilzählern die Gewifsheit, dafs sie convergiren , auf (ein- 
zelne Fälle wie in §. 59. ausgenommen), keiuesweges aber werden solche 
Kettenbrüche bestimmt divergiren. Man wird sich von der Convergcnz 
oder Divergenz eines solchen Kettenbruchs am besten überzeugen, wenn 
man das Gesetz aufsucht, nach welchem die Näherungswerte gebildet 
werden. Soll der Bruch F(a±b l :a l ±b :«,....) divergiren, also = +ao 
sein, so wird auch F(±Ä :«,± b t :a 2 ....) = + ob, und F(a,±b t ia t . ...) 
= 0 sein; mau hat daher nur zu untersuchen, ob die Näherungswerte 
des letzteren Kettenbruchs so beschaffen sind, dafs ihre Nenner in einem 
viel grüfacren Verhältnisse wachsen ab 'die Zähler, so dafs zuletzt ihre 
Quotienten, d.h. die Räherungswerthe , unter jede aogebbare Zahl her- 
untersinken oder =0 werden. Ist dies nicht der Fall, so wird 

F(a ± b l : <7, ± b t : a 1 . . . .) 
einen bestimmten Werth haben. Es sei z.B. der Kettenbrucb 
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gegeben, und es soll untersucht werden, ob er divergirt. Man untersuche 

3 

daher, ob der Bruch 2 — = 0 ist; sucht mnn seine eiuzelueu 

" 4 etc. 

Näherung<werthe, so findet man 

A i. — JL 4(3 ~ 2 > — 1 5f4-3) _ 1 6(5- 4) 1 
1 ' 3 ~~ 1 * 4(3 — 1) ~"~ 2 1 5(8 — 3) _ 5 » 6(25— 8) — 17» °* yf ' 

Man sieht hieraus, dafs die Zähler der Näherungswerte »ich alle auf 

Kius reduciren, nährend die Nenner ins Unendliche fort wachsen, daher 

ist allerdings der Werth des Kettenbruchs 

•>—4 4 =0, oder 1—4 3 = —cc, 
3 "Tete. 2 "Tete, 

d. b. der letzte Bruch divergirt. 

Aus der Gleichung 2 — jr_± = 0, folgt i_± s= 2, oder 

4 etc. d 4 elr. 

4 3 5 4 

-r 5 — tt und -T- 6 = -s u. s. w. Hieraus kann man nach Ana- 

4 ~Te.c. 2 "~ TT etc. J 

logie schliefsen, dafs -5 _ m-fl ^ = ^1 isf ( W o /n eine ganze positive 

"■-}- 1 pTS ' 

1 m + 2 

Zahl bedeutet), und es ist leicht, die Wahrheit dieses allgemeinen Ausdrucks 
darzuthun. Angenommen, er gßi für irgend einen Werth von m richtig, so 
wird er auch für den Werth m -f-i gelten. Denn man hätte in diesem Fallo 

Z w, + 1 =^-5» folglich, wenn man m—^^ =.m—x setzt, — — = 
^f-Telr. " 2 m+letc. m-x 

==i oder * = -i- , d. h. =±i = -i- , Wie verlangt wurde. 

Da nun wirklich für die Werthem = 1,2, 3,4,5, .... — m-f-l = m ~ 1 

m ~ m-pl etc. m ~ 2 
ist, so gilt der Ausdruck auch für alle folgenden Werthe von m. 

Man hätte den Werth dieses Kettenbruchs auch auf folgende einfache 
Weise finden können. So wie nemlich (§. 27.) gezeigt wurde, dafs die zwei 

Kettenbrüche F(a : a + n: n.-f-ff,: ff, + o 9 :<*,....) und F(a l : o, + o t : n ) 

gleich sind, so kann man auch darthun, dafe die beiden Kettenbrüche 

F( 1 : l — 1 : o, — o, : o s — o, : o 3 . . . .) und F(a, : ff, — ff, : c 3 : <7, ) gleich 

Nun folgt aus §.55., — m:(m + 1) — (m-f l):(m + 2)....) 
m — 1 : setzt mau daher a, = m, o, = m -f- 1, </, = m -f 2 u. s. w., so ist 
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F[l:l— l:m — m:(m + l)-(m-fl);(w + 2)....] = 

4 i_ = ^ = F f m:m --(' 7J +l):(^H-l)-('"+2):(/n+2)....], 

m — 1 

ichon gefunden wurde. 
Es wäre auch leicht, aus dem gegebenen Warthe den entspre- 
chenden Kettenbruch F[m.m — (m + !):(/» +1)....] abzuleiten; man be- 
merke nur, dafe ^— * = £ _m_ ist; hieraus folgt ~ = 2L±J m , t 
, . m— l m ' 




m-2 «. s. w. Substitut man nun statt ~ , ^±1 u. s. w . 

m — 1 m — lm 

ihre gefundenen Werthe, so erhiilt man aus der Gleichung = — m 
den gesuchten Kettenbruch. m — 1 

63. 

Nach diesen Vorbereitungen wird es leichter sein, die Theorie der 
Summation der Kettenbrüche zu entwickeln. Die Summe eines Kettenbruobs 
kann entweder mittelbar gesucht werden, indem man den Kettenbruch 
auf einen anderen ins Unendliche fortlaufenden Ausdruck zurückführt, 
dessen Summe leichter gefunden werden kann, oder unmittelbar, in- 
dem man einen geschlossenen Ausdruck sucht, der den Werth des Ketten- 
bruchs angieht. Die ins Unendliche fortlaufenden Ausdrücke lassen sich 
aber auf drei Klassen zurückführen , deren Entstehung auf den arithmeti- 
schen Grundoperationen beruht. Die unendlichen Reihen sind ein 
fortgesetztes Addiren und Subtrahiren, die unendlichen Producte ein 
fortgesetztes Multipliciren, die Kettenbrüche ein fortgesetztes Dividiren. 
Alle anderen continuirlichen Ausdrücke müssen sich auf diese zurückführen 
lassen; die mittelbare Summation der Kettenbrücke wird sich daher dar- 
auf beschränken, dals man diese entweder in unendliche Reihen oder 
m unendliche Producte verwandelt. Die Regeln zu dieser Verwandlung 
sind in den vorhergehenden Capiteln gegeben, und es würe daher dieser 
Gegenstand als abgethan zu betrachten, wenn nicht noch einige Umstünde 
zu berücksichtigen wären, deren Nichtbeachtung zu groben Irrthümern 
führen kann und geführt bat. Wird ein convcrgenter Kettenbruch nach 
§. 28. oder $. 50. in eine Reihe oder in ein unendliches Product verwandelt, 
so ist hier weiter keine Vorsicht nötbig, sondern sobald man im Stande 
ist, die Summe einer solchen Reibe oder eines solchen Products anzuge- 
ben, so wird diese mit Bestimmtheit auch als Werth des Kettenbruchs 

■ 

L 
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angesehen werden künnen. Die nach dieser Methode erhalteneu Reihen 
oder Producte sind nicht blob im Ganzen dem Kettenbruche gleich, son- 
dern es entspricht auch jeder Theil, jeder Näherungswerth derselben, 
einem Tb eile, einem Näherungswerte des Kettenbruchs. Anders aber 
verhält es sich mit den Methoden, die in §. 35. — 48. gezeigt wurden, und 
mit anderen diesen ähnlichen, liier neinlich ist keinesweges die Reihe 
dem Kettenbruche auch theilweise gleich , sondern es wird blob der 
Kettenbruch aus der Reihe, oder die Reihe aus dem Kettenbruche durch 
gewisse analytische Operationen entwickelt, so dafs sie gegenseitig nicht 
als Summe von einander, sondern vielmehr als erzeugende Function zu 
betrachten sind. Daher wird sich nach diesen Methoden nicht immer 
aus einem convergenten Kettenbruche eine convergente Reihe, und um- 
gekehrt, ergeben, sondern der eine Ausdruck kann convergiren, während 
der ihm gleichgesetzte divergirt, ja der eine kann positiv sein, während 
der andere ab negative Grübe erscheint. Die Lösung dieses Wider- 
spruchs liegt, wie in allen ähnlichen Fällen, darin, dab man nie den bei 
der Ent Wickelung übrig bleibenden Rest unberücksichtigt lassen darf. 
Man hat daher Folgendes zu merken. Wird irgend eine Reihe S in einen 
Kettenbruch verwandelt, dessen allmählige Entwickelung 



angedeutet wird, so dafs B, , B u. s. w. den jedesmal bei der Entwickelung 
übrig bleibenden Rest bedeutet, und sind die Theilzähler A„ 6 t u. s. w. 
üümmtlich positive Gröben (die Theilnenner werden immer stillschwei- 
gend positiv gedacht), so kommt es darauf an, ob auch die Reste sämmt- 
licfa positive Gröben sind, oder nicht. Im ersten Falle kann man den 
unendlichen Kettenbruch mit Sicherheit als Werth der Reihe betrachten: 
die Vernachlübigung irgend eines Restes kann keinen weiteren EinHufs 
auf das Resultat haben, als dafs dasselbe noch nicht ganz genau ist, je 
weiter man aber in der Entwickelung geht, desto näher wird der Ketten- 
bruch, seiner Natur nach, dem Wertbe der Reihe kommen, desto weniger 
wird abo die Vernachlässigung des Restes schaden, Ist aber irgend ein 
Rest R m negativ, so kommt es darauf an, ob er gröber oder kleiner als 
a m ist. Im letzten Falle ist a m eben sowohl wie a m — B„ eine positive 
Gröbe, wenn man daher statt a m — R m U ur a m in Rechnung bringt, so 
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kann man sich zwar noch vom wahren Werthe sehr entfernen, aber 
man wird kein falsches Resultat erhalten, sondern es wird sich 

dem wahren Werthe der Reihe desto mehr nähern, je gröfser m ist; ist 
dagegen R m gröfser wie a m , also a m — R m eine negative Gröfse, so wünb 
man, wenn man nur a m zur Berechnung anwenden wollte, statt einer nega- 
tiven Gröfse eine positive nehmen, und man könnte als Resultat eine 
positive Gröfse erhalten, wahrend der wahre Werth negativ int. Jedoch 
wenn ti m <C.a m — R m ist, so kann man uoch immer den Kettenbruch zur 
Berechnung anwenden (weil alsdann o m _, -f — eben sowohl eine posi- 
tive Grö&e ist wie a m _, -f- ~ __ R ), oder allgemeiner, wenn 

ist (ohne Rücksicht auf das Zeichen). Ähnlich verhält es sich mit den 
Kettenbrüchen, deren Theilzühler sämmtlich oder theilweise negativ sind. 
Soll der Bruch bestimmt convergiren, so mufs jeder negative Theilzühler 
b m kleiner als a m sein; gehört daher zu a m ein positiver Rest R mt so 
kann der Kettenbruch unbedenklich zur Berechnung des Werthes der 
Reihe angewandt werden ; ist R m negativ, aber b m <^n m — Ä„ und zugleich 
Rm<. a my »o kann der Kettenbruch noch immer gebraucht werden; ist 
aber b m nicht <a m — R mf so kann der Werth der Reihe S nicht mehr 
aus dem des Kettenbruchs abgeleitet werden. Es könnte sein, dafs die Reihe 
divergirte, während der Kettenbruch convergirt, und wenn^„>o w ist, so 
würde man statt der positiven Gröfse ~- die negative — - genom- 

°"i — "m . a m 

tuen, und also das Resultat vom Positiven zum Negativen geändert haben. 

Zuweilen erscheiut die bei der Entwickelung des Kettenbruchs 
vernachlässigte Gröfse auch in Form eines Factors, und dies ist immer 
der Fall, wenn der Kettenbruch nach $.48. entwickelt wird. Sind als- 
dann die Theilzähler positiv , und ist der vernachlässigte Factor P eben- 
falls positiv, so kann man ohne Bedenken den unendlichen Kettenbruch 
als Werth der entsprechenden Reihe ansehen. Denn der Ausdruck 
o„_,-t-— ist eben sowohl eine positive Gröfse wie a m _ x -f- — ^; die Ver- 
nachläs«igung von P kann also nur bewirken, dafs der Kettenbruch den 
gesuchten Werth nicht gauz gonau giebt; je weiter man aber in der Ent- 
wickelung fortgeht, desto mehr wird man sich dem wahren Werthe nä- 

L2 

% 
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hern; ist dagegen der Factor P negativ, so kann man ihn nur dann mit 
Sicherheit vernachUiMigen, wenn o„_,>-^=* ist. Sind dagegen dieTheil- 



zühler negativ, so mufs, wenn der Kettenbruch bestimmt convergiren soll, 
b m kleiner als a„ sein ; es wird daher immer erlaubt sein, statt a m _ t 

näherungsweise den Werth a m _ x zii setzen, wenn P gröfser als die 

Einheit ist. Ist dagegen P ein ächter positiver Bruch, so mufs a m .P>b m 

sein, sonst könnte o m _,— ^ negativ sein, während a m _, — ^ positiv ist; 

ist endlich P negativ, so kann dieser Factor in jedem Falle vernachlässigt 
Man wird diese Bemerkungen mit den vorhergehenden zusam- 
inden, wenn man bedenkt, daJfe aus 
o m £ K n = a m .P 
±R m = (P-i)a m 

folgt. 

Es wurde früher der Ausdruck -^r^i = t - a> F[x-\-x 7 i(2m -f 1)] 
efunden. Um nun zu untersuchen, ob der unendliche Kettenbruoh für je~ 



den Werth von x den Werth von ^ angiebt, entwickele man ihn 

nach §.48. Man hat mit Beibehaltung der dortigen Bezeichnung: 
e*-e~* = 2*<p(fi,Ä',|, ? g r ) l f"+«r* = 2?K'4'4-M')' 
wo /?, unendlich grofse Zahlen sind. Die Ausdrücke 

sind für jeden Werth von positiv; eben so werden auch die Ausdrücke 
u.s.w. immer positiv sein. Entwickelt man nun 



Formel (2.) des 4. 48. , so hat man 
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Da aber -j \ **?' und Jeder der folgenden 

einen positiven Werth hat, 80 kann man, wenn der Kettenbruch ins Un- 
endliche fortgesetzt wird, von dem vernachlässigten Factor ganz abstrahi- 
ren, und es ist daher, für jeden Werth von x, 

^Fix-A + xiiCim+l)) der wahre Werth des Ausdrucks 

Schwerer würde es sein, direct zu beweisen, dals 
^J(x:t-x':(2m + l)) 
für alle Werthe von x, den wahren Werth von tangx angiebt, und der 
Rest vernachlässigt werden kann; auf indirectem Wege kann es leicht 
geschehen. Denn dieser Kettenbruch convergirt für jeden Werth von x 
in ganzen (oder rationalen) Zahlen (§. 58.), und daher auch für jeden 
irrationalen Werth von x. Man kann nemlich auf ähnliche Weise wie in 
$.55. beweisen, dafs der Kettenbruch F(a — bgt& t — 6 7 :a t ....) auch für 
irrationale Werthe von b lf b 7 , .... oonvergiren wird, sobald nur allgemein 
bm'Z.Om — * woraus das Übrige von selbst folgt. Setzt man für x 
irgend einen zwischen 0 und ^ enthaltenen Werth, wo v die halbe Pe- 
ripherie für den Halbmesser 1 bedeutet, so ist x t und daher auch x 7 klei- 
als die Einheit, folglich auch kleiner ab die Einheit, und 




eine positive Grübe. Nun ist die Tangente zwischen 



3-^ 
5 etc. 



Griinzen immer positiv. Die Vernachlässigung des Restes kann also nur be- 
wirken, dafs das Resultat nicht ganz genau ist; je mehr Glieder des con- 
vergirenden Kettenbruchs man aber zur Berechnung anwendet, desto na- 
her wird man dem wahren Werthe kommen, und der unendliche Ketten- 
bruch kann unbedenklich als Ausdruck desselben angesehen werden. Aus 

den Werthen der Tangenten zwischen den Grenzen x = 0, x = ^, kön- 
nen aber, wie bekannt, alle übrigen Tangenten abgeleitet werden; es möge 
nur noch der Fall, wenn * = ist, besonders betrachtet werden. Man hat 
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alsdann tangx = *;; darf daher der Rest de« Kettenbruchs vernachlässigt 
werden, »o ist 

jt:2 n 



folglich nothwendig 



5 eir. 10 etc. 



7 



überzeugt sioh aber bald, dafs die ersten Naherungswerthe des letz- 
Kettenbruchs wirklich gegen den Werth 2 convergiren, daher wird, 
da der ganze Kettenbruch convergirt, 2 der Werth desselben sein, und 
der Rest kann unberücksichtigt bleiben. 

64. 

Besonders wichtig für die Theorie der Summation der Kettenbrücbe 
ist auch der Umstand, dafs man in vielen Füllen, ohne noch den Werth 
kennen, bestimmen kann, ob dieser Werth rational sein wird, 
Es ist in dieser Beziehung Folgendes zu bemerken. 

I. Ist ein Kettenbruch F(a M ,o m +„) gegeben, in welchem alle Theil- 
zähler und Theilnenner rationale Grüfsen sind, und ist der Werth von 
F(Om> a m+*) oitht rational, so kann auch der Werth des ganzen Ketten- 
bruchs nicht rational sein. Denn wäre er rational, so würde aus der Formel 

. ., x F(a m , qm+»)»g t a m -i"{-b m .a, o m — t 7 \ 

*(O,<W0 = P(am ,o m+t ,).a„a^ t +b m . a „a— <*• 7 '> 

auch der Werth von F(a mt o m+B ) rational gefunden, gegen die Voraussetzung. 

II. Hat ein unendlicher Kettenbruch nur positive Theilzühler und 
Theilnenner ( die snmmtlich ganze Zahlen sind ) , und sind die Theilzühler 
nicht grüfser als die ihnen entsprechenden Theilnenner, so ist der 
Kettenbruch nothwendig irrational. Denn man habe den Kettenbruch 

_ *. 

°* + o, e«c. 

so dafs ä,<o,, 6,<o 8 , A,<o, u. s. w. ist, so ist 

<1» ¥7^^< 1 »• 8 - w - 



F(a, , «») ' F(a t ,a m ) 

Wäre nun ^—-^ «n«" rationalen Zahl gleich, so setze man diese = 
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also B<A (B und A sind ganze Zahlen); es ist aber ~<^- t folglich 
b x A—a x B eine positive Zahl. Sie heüse C, so ist ^ = ^ — ^, also 

S = W^ZT) °' ,er "§ < £ < ! » d - h - C < ß - N « n «*ze man ß-o.C« D, 

so findet man wieder ^ss^^A—, j£<|i<i oder D<C. Auf diese 

Weise erhielte mau eine unendliche Reihe ganzer positiver Zahlen A t B 9 
C, D, die immer kleiner würden, was unmöglich ist, also kann der 

Werth von tt-^ — r nicht rational sein. 

Der Kettenbruch F(x:l -fx*:3-f x*:5 ....) hat nie einen rationalen 
Werth, sobald x einen solchen hat, weil man, wie groli» auch der Werth 
von x sei, immer an einen Theilzähler x 1 kommt, von welchem an alle 
Theilzähler kleiner als die entsprechenden Theilnenner sind (II. und \\ 

daher hat (§.63.) auch £=£ = £z_j keinen rationalen Werth, also 



hat auch 2 = p — e -* kemen «olchen, d. h. die Basis der natiirli- 



Logarithmen, und jede rationale Potenz derselben, ist eine irratio- 
nale Grölse *). 

III. Sind die Theilnenner positiv, aber alle TheUzühler negativ, 
so wird der Kettenbruoh = ~ — ^ irrational sein, wenn alle 

a * a a etc. 

Theilnenner gröber ab die entsprechenden Theilzähler sind. Denn auch 
in diesem Falle ist ^A— <l, _*i__<i, „. g . w . (§.55.). Ware 

pA.— rational = -|, B<^ ( wo B „ n d ^ ganze Zahlen sind), so hatte 

man ^>^> daher setze man a x B — b x A=tC 9 so ist C positiv und 

i = l£^)> C < B ' Führt man » uf Weise fort, so wurde 



wieder eine unendliche Reihe A, B, C .... ganzer Zahlen finden, die 



•) Die Idee, die Irr*l.onalil*r gewisser Aufdrucke mit Hülfe der Kelteobruche 
zu beweisen, verdankt man Lambert Vergl. bist, de i'ac. de Berl. 1761. pag. 265 ff. 
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immer kleiner werden. Die Unmöglichkeit einer solchen zeigt , dafs 

— - — s irrational ist. Nur in dem Falle» wenn jeder Theilnenner um 

eine Einheit gröfser als der entsprechende Theilzähler ist, ist der Ketten- 
bruch rational (§. 55.). 

Ganz auf dieselbe Weise kann man auch zeigen, data der Ketten- 
bruch unter denselben Voraussetzungen irrational sein wird, wenn nur 
ein Theil der Theilzähler negativ ist, nur braucht alsdann der zu eiuem 
negativen Theilzähler b m gehörende Theilnenner a mt auf welchen ein po- 
sitiver Theilzähler folgt, nur = b m zu sein ($. 55.). 

Aus dem Torhergehenden folgt, dafs der Kettenbruch 
^»F(x:l— x*:{'2m+l) = taug* 
für jaden rationalen Werth von * irrational ist, da man immer an einen 
Werth von m kommt, von welchem an gerechnet die Theilzähler kleiner 
als die entsprechenden Theilnenner sind. Hieraus folgt, dafs die Tangente 
eines Bogens immer irrational sein wird, wenn dieser rational ist. Es 
uiuls daher auch nothwendig die Zahl, welche das Verhältnis der Peri- 
pherie zum Halbmesser angiebt, irrational sein, denn wiire dieses, oder 2», 

also auch ^- rational, so miüste tang^- irrational sein; diese Tangente ist 

aber bekanntlieh rational und dem Halbmesser gleich. Eben so wenig 
kann das Quadrat dieses Verhältnisses rational sein, denn wäre 4tt* oder v* 

rational allenfalls •** = — , wo m, n rationale Zahlen sind, so hätte man 



m 
n 

mtn 



6- — 6n 



14 etc. 14 n etc. 

Dieser letzte Kettenbruch wäre aber ollen bar irrational, und könnte daher 
unmöglich = 2 sein, folglich muls w* irrational sein *). 

IV. Sind alle Theilzähler negativ, die Theilnenner positiv, so wird 
der Kettenbruch auch irrational sein, wenn jeder Theilzähler dem entspre- 
chenden Theilnenner gleich, und kleiner als der nächst folgende Theilzähler 
ist. Denn es ist /'(o.io, — a t :a t — c 3 :o,....) o» F(Ut — 1:«.— a l -.a l — Ogio,....) 
(§.62.). Nach der Voraussetzung ist a t <> t , <*»< <*j , o 3 <ß4, also ist der 
Kettenbruch F(a t — a t :o 4 — a t :a } ) irrational (II.), folglich auch 

•) Man rergl. Legendre El/m. de gtom. Not. 4. 
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f(l:l — l:o,--o,:<7 t ....) oder der ihm gleiche Kettenbrueh F(a l :a l a t :o t ....) •). 

Ausgenommen ist der Fall, wenn jeder Theü»ihler den vorhergehenden 
um eine Einheit übertrifft. 

65. 

Auf dieselbe Weise, wie in §.55. der Ausdruck 

gefunden wurde, können noch eine Menge ähnlicher Ausdrücke abgeleitet 
werden. So z. B. hat man 

±i i _ i _ 1> 

l'x- 

daher ist 



= h-l+V 1 - + 1 - + l ••••• 







Ebenso hat man: 1 

2m*-(„,' + l)> 3m a — (2m^— Tj* 

1 - ♦«*^ t 2m»4-l)» 2ro + 1 ~ S^fr^TIJJ u. s. w. 
Substituirt man allmählich diese Werthe, so findet man 

1 = „ t ._<"'- 1 >- 

o m , (»' + »/ 



y/n a etc. 

Dm besonderen Fall, wenn m = 2 ist, hat schon Euler auf indirectern 
Wege gefunden fnct. acad. petr. 1779 p.t. pag.18.). 

Setzt «.an l = « + m = ; - +t ^ +1 J m+^JiiJL., 

(Jm/ „ . « (2m4-l) a . 
i m =7 — -j— : 7,7— —TTT» ^'"t 1 = k — T~i ö — , • • • • »'SO 

•) Für KeMenbrüche , bei welchen die Theitzahler grüfser als die Thoiluetiuer 
siod, bat man bis jetzt noch keine Merkmale gefunden, wodurch ihre Rationalität oder 
Irrationalität erkannt werden konnte; blos für einzelne Fälle wird später ein solches 
Yorkoinmen. Ich glaube aber, dafs man mit Sicherheit den Salz aufstellen kann: 
Wenn in einem Keltenbruche nur positive Zeirhen vorkommen, und die Theilzahler 
werden im Verhältnifs zu den ihnen entsprechenden Theilnennern immer gröfser, so 
ist der Ketleobrucb irrational: wenigstens stimmen alle mir bekannten Beispiele hier- 
mit überein. Könnte man diesen Satz zur Gewifsheit erheben, so wäre es leicht, ver- 
möge der Formel (11.) des Kap. 3. darzotbun, dafs jede Potenz von n irrational ist. 

M 
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5m+l elr. 

Den besonderen Fall, wenn m = 2 ist, hat schon Euler auf iudirectem 
Wege gefunden ( Jet. ac. petr. 1782 p. 2. paff. 73.). 

Setzt man 1 — i^- 1 — -LI 1 — 3 4 9 _ 3.4 , 5.6 

3-1' 1 ~5-<J' J — 733* J -9=5» J = m 

so findet man: 

4 1.2 

= r>2 

5- 3 * 



3* 



5^6 

oder setzt man : 11 eic. 

1 * 1 _ 1-2 - 5.R 3.4 _ 7.8 " 5.6 

*-i> 4 *"7-5' J — y=3> J — rr=7» ' ^i^ö^ 5 = i33y ••••» 

so ist 



i = i 



13-^ 

15 elc. 



Die zwei letzten Resultate wurden schon §. 48. auf indirectem Wege 
gefunden. 

Ein hierher gehörender Kettenbruch möge noch besonders erwähnt 
werden, weil ihn Etiler aus sehr verwickelten Betrachtungen abgeleitet 
hat (Opusc. anal. T. I. pag. 117.). Man 



so findet man 



. _ (« + ?)( £+2*) 

« + 2y = (« +2^(1+3«*) 



3d) 

3^> etc. •) 



•) Aurl. T remitier, der nach Etiler de« Werl Ii dieses Kettenbruch» mit Hülfe 
der re<urrireuden Reihen gefunden hnt ( NouV: Jl/m. </<• ^r. de Berlin), bnt die ein- 
fache Knlstehu.,g dess-üen nicht bemerkt. Alan kau», g»az ■ mul' dieselbe Weis*, auch 
die Yerwickelteren Ausdrücke, die er dort ({.22.) aufstellt, »bleilen. 
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Auch die Art «md Weise, wie in §. 62. aus der Kettenbruoh 

F[m:m— <w + 1) ] 

abgeleitet wurde, kann oft mit Nutzen zur Auffindung von Kettenbriichen 

angewandt werden. So z. B. hat man £Ü = — . hieraus folgt 

m m — 2+^±| 
» + 2_«+J m+3 m-f-2 . ril . t m 

m + 1 m 



+ 3 



'Tnt+telc. •). 

Dieser letztere Kettenbruch ist aber als besonderer Fall in einer viel all- 
gemeineren Form enthalten, die nun behandelt werden soll. 

66. 

Es soll nemlich die Summe des unendlichen Kettenbruchs •*) 
I. rn + - — — 

+ etc . 

gefunden werden. Es wird zuerst vorausgesetzt, dafs m und n beide po- 
sitiv und ganze Zahlen sind. Wäre n negativ, so würde der Kettenbruch 
abbrechen, und in einen endlichen übergehen ; auch wird die Untersuchung 
hier auf den Fall eingeschränkt, wenn n >m + '2 ist. Ist n<"» + 2, so 
ist der Kettenbruch irrational (§. 64., II.). Dieser Fall soll erst später un- 
tersucht werden. Man bezeichne den Werth des Ketteubruchs (1.) durch 
/(l», n), und 



m — s + — = c 0 

0,-i 



•) Die hier erwähnten Kettenbrüehe können auch dazu dienen, die Meinung, die 
man hin und wieder ausgesprochen findet, dafs ein unendlicher Kettenbruch keinen ra- 
tionaleu Werth haben kann, zu widerlegen. 

B6 ) Die Melhnde, die Euler cur Surmnirung der Kettenbrüehe angewendet hat 
(Opusc. anal. T. I. pap. 85.), ist »ehr verwickelt. Man vergleiche euch einen Aufsatz 
von En ler in den Mimt de foc. de Petersb. (T. IV, pag. 52.), und einen anderen 
von Tremblev (MAn. de foc. de Berl. 1794). 

M2 
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so ist 

f.. . n — [ n — 2 n — » 

j( m > n > — _ m+ «. — _„ 4 +2+^> •••• ff — 5:3 _,„+,+7» 

folglich n _ ! 

2. /(w, n) = — 



-m+i + 



' — //i -f- . J etc. 

Dieser zweite Ketteubruch bricht iu jedem Falle ah, wie grofs auch n 
sei, denn setzt man ihn weit genug fort, so wird mau an die Form 

n — n 

-„+„+»-<"+*>. 



w-t-"i-li-_ OT + / , + 2 etc. 



welche, wenn man /i = m + r-J-l setzt, in 

_0J 

7^3 



übergeht. Dieser letztere Bruch ist aber wirklich =0, weil der Nenner 
r + 1— i|e nicht Null, sondern vielmehr gröfser als r ist (§. 55.) 
und (§. 22.). Da nun der Kettenbruch (1.) convergirt (§. 54.), und der 
Kettenbruch (2.) endlich ist, und der letztere Kettenbruch, wie man so» 
gleich sehen wird, ebensowohl wie der erste, einen positiven Werth hat, 
so sind diese beiden Formen identisch ; es ist daher / /;/, n) durch die 
Form (2.) auf einen endlichen Kettenbruch zurückgeführt, und mau kann 
hiernach seine Summe als schon gefunden ansehn. Eine genauere Be- 
trachtung der Form (2.) führt aber zu sehr interessanten Bemerkungen. 
Setzt man in dersclbeu statt /// den Werth n — (r-f- 1), so geht sie in fol- 
gende über: „_i 

r -f 2 — n -\- 



r-f-3 — n-f 

\ 3 



Je nachdem n es 2, 3, 4, . . . . ist, ist daher der Werth von f{m, ri) 
1 2 3 

tri f) 7 > .... 

r _ 1 + l r-2+i— T 
r-i+~ 
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Die Reibe, deren Glieder diese auf eiuauder folgende Kettenbruche sind, 
nenne man (J.). Reducirt man diese Brüche, so findet man 

1 2r_ 3[r(r t)-f-l] 

r» r(r— tj + l* r(r— t)(r— 2)+(r-2)+2r» 
El ist leicht einzusehen, dafs der Zähler des /' " Bruche« aus dieser Reilie 
das /fache dos Nenners des vorhergehenden ist. Das Gesetz, nach wel- 
chem die Nenner gebildet werden , findet man aber auf folgende Weise. 
Man nehme au, es werde eine Reihe gebildet, deren auf einander fol- 
gende Glieder die Nenner r, r(r — u. s. w. siud. Diese Reihe nenne 

man (B.). Es sei nun das «— l" Glied der Reihe (A.) das /i u 

so ist da, =_^ = ^±^, oder, da p=nf 

i8t » « r^nb > das /i + l"GIiedderReihe(ß.)istdaher(r-/J}y + "/- 
Ist nun das /> — 1" Glied dieser Reihe 
= 1 + + ÖrJl^J . (r - 1 ) (r -•')+... . 

und das a u 

= 1+ « . (r-l)+ " ( ;~ !) .(r-l)(r-L> 
so ist auch das n-\-V 

= i+(« + l)(r~l)+ + .(r-l)(r-2) + ...., 
denn uuter dieser Voraussetzung ist das n + Glied 

+('- flj>[l+«(r-J) + w( ;~° (r-1) (r-2) ....], 

ferner ist 

T" [ 1 +(» - 1 .('•- 1 ) H 177, — (r- 1 ) (r-2) H (r— 1 )(r— 2}(r— 3) +.... J 

+ nfn ~kZ n ~ ~ Vr ^ n ~ 1 > (r_2) (r-3) + (rt ~ 3) ir-w- 3 ;]+••••]+••• • 

folglich ist das «+!*' Glied der Reihe (Z7.) : 
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(l+ n (r-i)+tL£=!) (r-i)(r- 2) +**!=^fV ^^^^^ 

| + r-i + n (r-1) <r- 2) + . "<"- f > ( r -l)(,-2)(r-3) + .... 

= l+(«+l)(r-i)+^(r-i)(r-2> + ^ 

Setzt man n = 2, so ist das n — 1'« Glied =r=l-j-(2 l)(r 1), das 

n» =r(r-l) + l = l+(3~l)(r_l)+2_«(r-i)(r-2). Da also auf 

diese zwei Glieder die hypothetisch angenommene Form wirklieb pafst, 
so gilt sie auch für alle folgende, d. h. die Form, (3.) ist allgemein gültig. 
Setzt man statt r seinen Werth n — m — 1, und schreibt zugleich statt 

(n — m—2)(n—m-3) („~ m -t) 

1.2..../ 

i 

das Zeichen — *"-*J8 , so ist das n — 2" Glied der Reihe (B.) 

= 1 4- _ 2) + — Sö {n - 2) (/i - 3) + . . . . , 

das n—V Glied 

= 1 + "-"•-«» (*-l) + »-»-• «ö(yj — i) (/I _2> + 

Nun ist das n— 1" Glied der Reibe (^.), man bat daher 

4. /(~ »)— "- "p^ — 2'; + — & f<l -2)( w -3;4>....] 

Ist z.B. m = n — 3, so ist 

n— 2 4 L-t 

. n — 1 etc., 

folglich i = i JLz^_ (n __ 3/=z 2±i > wie schon früher (§. 65.) 

gefunden wurde. 

Will mau den Werth von f(m t n-\-j)=m + " +1 



m +2 etc. 

sen, so kann man ihn zwar geradezu aus Formel (4.) fiuden. Es ist uemlich 

f(m,n + l) = " [1 +" (n t ~ ! >+"-"-'»(/> - D<* -2)4- . .. .1 

1 4. ■ -m-.jö . n -f- 8 . „ . („ _i) 4. . . . . 
Man kann ihn aber auch aus dem Werthe von /(m, /j) ableiten. 

Setzt man oemlich f(m, nj = -^, f (m, n 4-1) = S o hat 
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9 = l + "-~23(*-l) + ~~2>(*_l)(«-2) + .... 



ist, so hat man 

p + 9 mm <S(*-l)(*-2)ctc. = 

Ferner ist 

(»-m)f = -&(*--t)(/i-2) +....] X 

oder (/i — m)qz=z 

1 + (*-m-lX/2-m-2X"-l) + ^' m ' 1)( " 1 '^ 2)fw ' — } («-l)(«-2)+. . . . 

+ (IWW^X«-! ) + (w ~ m ~f, ( ;- W ~ 3) («-D(«-2)+. . . 

folglich (n-m)y^p = 

|l-p-~53 + 2.-"- l 23(/2-l) +3.- m - , Sö(*-l)(/2-2) +.... 
/ + B -^_^ j + ( fl _i)( Ä _2) + n - m - 9 Ö )(«-2)(«-3) + . . . . 

I + n -1 + ™" J Q3 (»-1X«-*) + "-""^Sö CÄ-lX«-2)(«-a) + . . . . 

Addirt man die unter einander stehenden Güeder, und bedenkt, dab 

ist, so findet man: 

(n—m)f+p =s 1 -f. ■'-■■-»i./i + »- "-^/»(/i — 1) + . , ., ss 

also 



Addirt mau die unter ein« 
bedenkt zugleich, data allgemein 



stehenden 



Glieder 



r r+t r+i 

•93 +'23 s=«+MS 




•) Ist m sb 1 , so bat man 
Dies« Formel ha» schon Euler gefuod 




sm /n + m"-— *Ö(/i— 2)+m."- w - , S&(/2 — 2)(/i— 3) etc. 

II 1 

9 = 1+ Sö(/2-l)+— I - 1 SÖ(/2-l)(n-2)+»- -»(«-l)(/2-2X«-3) etc. 
Addirt man die unter einander stehenden Glieder zusammen, und bemerkt 
zugleich, dafs 

, ( w - m -(/4.1))(n-l) _ (»-m -t) (n- (7+l)) 

r 7 

ist, so fiudet man 

+ ? = 1+— 'SB(*-2)-f l i(/i-2)(n-3).... 

Aus Formel (4.) folgt aber 

p* = + -"-i(«-2) S8 («-2)(/i-3)....] = + (n-l) 9 . 

Ferner ist, wie schon früher bewiesen wurde, ^s=/» + p, folglich 

.£.' . - "p+(" — t)g 

6. /(m — l,n) Jt^ö+l • 

Man kann den Werth von/(m — 1, n) noch leichter auf folgende Weise 
finden: Es ist 



folglich 



/(m,«+l) = /(m>n)+ — . 

/•/_, i _\ mf(m, n)-\-n — i 

f(m-l,n) = /(m>n) + 1 • 
Mai, setze ?J »-m-2 

Wie grofs auch n ist, so kommt man hier doch immer an eiueu Tbeiiziih- 
ler n — m — s, der = 0 ist, wenn man nemlich n — m = s setzt. Es kann 
aber hier wieder wie bei der Formel (2.) gezeigt werden, dafs der Aus- 
druck, durch welchen dieser Theilziihler Null dividirt wird, nicht Null ist ; 
der Kettenbruch (8.) bricht also ab, und ist endlich. Setzt tnuu allmäh- 
lich n == 2, =3, =4, . . . . , so erhalt man bezüglich 

M _ m + 2 . (»«+2)(n,-j-3i+l _ (»i+2) im +4 )-f t ] + '■>(»■ +4) 

Ä" — 1 1 m+3 ' ~~ (m+3)(«+4Hi 

und wenn man hier wieder das Gesetz, nach welchem die Zühler und 

Nenner gebildet werden, untersucht, so findet man auf iihuliche Weise, 

v»ie die Formel (4.) gefunden wurde: 
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m = t + — - + nb r>ix*-r + "—^(«-iXMX*^) + • • • • 
jv = i + -"-«s» + — (ä-ix«-2) + 0*-iX*-3X»-i9 + • • • • 

Zieht man die unter einander stehenden Glieder von eioander ah, so 
findet man M — N-=pi auch ist N=*q, also 

^ = J- + 1, 
folglich ' 



Auf dieselbe Meise, wie der Ausdruck (1.) und (2.) verwandelt wurde, 

Kann mau auch den Ausdruck (8.) verwandeln. Mau findet alsdann 

K _ n -m— 1 

2V . j» — m 
— m — l-\ 



, n— m4-1 

— »iH r—r 

— m-f 1 elc. 

und 

10. f(m, n) * — 1 + " 



— TO —1 + 



, n — in 4-1 
-m-f-3— 



-m-\-i etc. 

Zur Berechnung des Werthe« von f(m, n) ist der Ausdruck (9.) am taug- 
lichsten, weil er am frühesten abbricht*). 

Man hätte die Untersuchung noch allgemeiner halten können, wenn 
man statt des Kettenbruchs (I.) den Kettenbruch 

II, m + " , , 

zu Grunde gelegt hatte, wo m, /», & ganze positive Zahlen Ledeiiteu, 
uod /i>m-f A, ferner ^- eine ganze Zahl sein soH. Aus diesem conver- 
girenden Kettenhruche kaun man wieder den gleichgeltenden endlichen 
— „_ 2A erhalten. Jfieraus folgt der bemerkenswertbe 

Satz: Wenn Zähler und Nenner aller Theilbrüohö eine» unendlichen Ket- 

, 

•) Die Identität der vier Keuenbrncha (1), (2.), (9.), (10.) Ii»« Euler (Op. 
T. 1. pag. 102 ) auf ganz anderem "Wege gefunden. 
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positiv, und um dieselbe Gröfre verschieden sind, so wird die- 
ser Kettenbruch rational sein, sobald der erste Tbeilzühler grober als der 
dazu gehörende Theiluenner, und ein Vielfaches des Unterschiedes zweier 
Tbeilziihler ist. 

67. 

Die Methode, nach welcher der Kettenbruch (1.) in (2.) verwan- 
delt wurde, darf aber nicht überall ohne weitere Untersuchung gebraucht 
werden, weil man sonst grofee Fehler begehen kann. So z.B. kann 
aus dem Ketteubruche S = a -f -Ji — d en Ketten- 

— — f oi, h ableiten, indem man a — b 4- m o, , 

a — '2b+ f ~ a 2hh = a t ii. s. w. setzt. Man darf aber darum nicht diese 
zwei Kettenbrüche, wie z.B. bei Euler (a. a. 0.) geschehen ist, unbe- 
dingt einander gleich setzen. Setzt man z.B. f= '2, asl, b = 4, h = J, 
so verwandelt sich der erste Kettenbruch in 



dagegen der zweite iu 



T iS etc., 



11 etc. 



Der erste Kettenbruch hat also einen positiven irrationalen Werth 
(§. 64. II.) und ist gröfser als 1 j dagegen hat der zweite Kettenbruch einen 
negativen irrationalen Werth, und ist kleiuer als J, da I — ~ 

tu 

grüfeer als 2 ist ($.55.). 7_ TTetc 

68. 

Ist in dem Kettenbruche (1.) die Zahl m negativ, so kann n jed^n 
beliebigen Werth in ganzen Zahlen haben. Setzt man m = — /, 8 o dafs 
t positiv ist, so giebt die Formel (2.); 

n — t 
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Setzt man /ssr + l-n, so erhält man dieselbe Form wie in f. 66., 
nemliofa : n — i 



r+2 — + « 



r -f- 3 — n -f- etc. 

Mau kann daher die Forme! (4.) ohne Weiteres auf diesen Fall anwenden, 
indem man in derselben statt m nun t, d.h. — m setzt. Ist z.B. n = '2, 
so erhält mau, vermöge dieser Formel: 

„.2 _ 1 

I ~ m + iT^etc. 

wie schon Trerabley (a. a. O. pag. 110.) durch Induction gefunden hat. 

69. 

Es bleibt nun noch der Fall übrig, wenn in dem Kettenbruche 
f(m,n) die Zahl /.'■<//; -f- 'J ist (und n, //i positive Zahlen sind). Um 
alsdann die Summe des Kettenbruchs zu finden, sind allgemeinere Unter- 
suchungen erforderlich. 

Es sei der Ketteubruch •) 



3 m ß + A + 



3 * + 6 + -^fT etc. 



gegeben, und es soll desnen Summe (wenn überhaupt eine solche möglich 
ist) gefundeu werden. Man denke sich eiue Reihe von Gröfeeu A f A lf 
A it 4Üe so beschalTen sind, dafs 

{*+o)A = (3 + 6)^+ (y + cM„ 



allgemein (rÄ + fl) ^ r _ i= (r ß + A )^ r+ (ry + c),V, + , , 
so hat man 



A,: A, 

u. s. w. Es wird daher (a-f fl )-T- die Summe des unendlichen Ketten- 
bruebs oder nur dessen erzeugende Function sein, je nachdem die 
Ausdrücke — , ~S u. s. w., wenigstens von einer gewissen Gränze an, ver- 
nachlässigt werden dürfen oder nicht. Es kommt nun darauf an, die 



*) Man Tergl. C'orom. ac. Pttr. T.XL p. 59 ff. Euleri Opusc. •nah T. II. p. 198 ff. 

K 2 
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Werth« der Gröben A r „ t1 ji r , A r+l zu finden, die der Gleichung 

Genüge leisten. Die Form dieser Groden ist noch völlig unbestimmt. Die 
bequemste Voraussetzung, die man aber machen kaun, ist dir», dafs sie 
durch bestimmte Integrale ausgedrückt sind. Man setze daher 

A^=fx~d y , A r =fx'by, A r+l = fx'+' B y, 

mit der Beschränkung, dafs diese Integrale zwischen den Gränzen x =/ und 
x=0 genommen werden sollen, und suche den Werth von y y der der Gleichung 

(r* + a)f'af- x By = (rß + b) f'x r dy + (ry + c^x+'dy 

genügt. Statt dieser Gleichung nehme man aber die allgemeinere: 

(K.) (r* + a)fx~*By wm (rß+b)J*d r + (ry+c)J^a y +s?Q, 

wo Q eine Gröfse bedeuten soll, die für den Werth x=/Null wird, so 
dafs der Ausdruck x r Q sowohl für den Werth x = <), als auch für den 
Werth x —f verschwindet. 

Differenzürt man die letzte Gleichung, so erhält man 
(ra-f- a)dy = (rß b)x dy -{- (''7 + c)x 9 dy -f- xBQ-\- r(jBx. 
Da aber r unbestimmt bleiben soll, so theilt sieh diese Gleichung in 
andere, neinlich: aöy = ßx e y + yx * d y + QdXf 
ady = b v dy + cx*By -J- xBü. 



erhält toau d_Q _ öx a-bx-cx* 
Q x ' a — ßx — yx* 
und ö _ QBx _ xOQ 

* a— ßx — yx* a — bx — ci" 

'/ Qxdx 



■ ßx — yx % 

Der Kettenbruch S geht in den Kettenbruch (1.) des §.66. über, wenn 
man ß= 1, b~m~\, 7 = °» Csal, « = 1, a = n — 2 setzt. In die- 
sem besonderen Falle hat man: 

vQ Bx n — 2 — (m — t).r — .t' 

Hieraus folgt: 

log(? = * + 2)logx + (//i+2-/i)Iog(t-x)- r -C > 
oder q _ c.e".x»-*(l— 

() soll fiir einen bestimmten Werth von x Süll werden. Sind da- 
ber m, n beide positiv, so muls mau zwei Fälle unterscheiden. Ist 
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m-{-'2 — n positiv, also n<^m-\-'2, so wird Q für den Werth x = l Null. 
Ist dagegen m + 2 — n Null oder negativ, so kann Q durch keinen be- 
stimmten Werth von x auf Null reducirt werden. Dies beweist, dafs die 
Form, welche hier deu Grüfsen A t J 4 l , J 2 u. s. w. gegeben wurde, nicht 
auf diesen Fall pafct, uud eben so verhält es sich, wenn m negativ ist. Iu 
diesen Fällen ist aber der Kettenbruch rational, und seine Summe Ist 
schon früher gefunden worden. Ist /2<wi-}-2, so hat man: 

A =yV.x"-(l— *)"+-" 3*, A x =yV.ar-»(l — xr+>-Zx, 
und es ist 

/V.*"-" (1— x) m + l ~"dx 
(L.) f(m,n)=(n-i)-U - -7— > 

vorausgesetzt, dafs der irgendwo vernachliifsigte Ausdruck keinen 
nachteiligen Eiuflufs auf das Resultat ausüben kauu. Die allgemeine Form 
dieses vernachlässigten Ausdrucks ist: 

/V.x' (1— xT +t -"d* 

f V. jr ,+l (1 — x) m+, - n 3 x ' 

wo s desto grüfscr wird, je weiter man in der Entwicklung fortgeht. 
Man setze x = z, so ist 

^.x' (1— xT+^dx = y.^.^ri— xr +l -"a^, 

Das Verhäitnifs dieser Diderenzialc ist \. Setzt man * es sc, so ist A = 1, 

•las Verhäitnifs dieser Diflerenzialc nähert sich also dem Werthe 1, und 
dies wird daher auch bei den Iutegralen der Fall sein, da sie zwischen 
«leuseihen Grunzen genommen werden. Daher kann man unbedenklich 
den unendlichen Kettenbruch als Werth von /(w, n) ansehen. 

Es ist zuweilen nicht möglich, aus der Formel (/.-.) den Werth von 
f(m, n) unmittelbar zu finden. Wäre z, B. m a= J, n ssa 1 , so dafs 

j m , n) = F(\ + 1 :2 + 2 : 3 + etc.) 
wäre, so hätte man n — 1 =0, und die Formel (L.) wäre daher unbrauch- 
bar. Man suche aber den Werth von F(2 + : 3 + 3:4 etc.), alsdann ist 
rn = '2, /J = 2, daher wird 
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f(m,n) «= ^ = 

/V.*(l— x)3x 3_e 

F(l + l:2+2;3....) = 1 + ^ = ^ 

3 — * 

hiitte niati /(/w, «) = F(l + 1 : 1 + 2 : 2 + 3 : 3 etc.) , so suche man 
zuerst den Werth von /'(l +2:2 + 3:3 etc.). Mau setze also m = 1, 
#1=2, so ist 



f(m, n) 



*(l + l:l+2:2 etc.) = 1 + — = 

Setzt man 3 = 1, Ä = m — 2, y = 0, c= 1, «= l, 0 = so geht 

■S in f(m— 1, n) über, und man kaun daher den Werth dieses Ketten- 
bruchs, ebenso wie den von /(/w, *) finden. Es ist 

f(™-l,n) = ^ . 

Man kann aber auch zwischen f(m — 1, n) und f{m,n) eineu Zusammen- 
hang fiuden, so da& es möglich ist, den Werth eines dieser Kettenbrüche 
aus dem des anderen abzuleiten, und zwar ist dieser Zusammenhang der- 
selbe, wie der früiier (§.67., Form. 6.) gefundene. Man setze: 

so ist /»'-(«-i)f / =^-i)[/v.x^(i-xr-axy o 'V\x-xi-x)--ö i .] 

— ( n — 1 ' ^ = P , ferner folgt aus (*.), wenn 

man r = l, (3=1, b = m — 2, y = 0, c= 1, a = 1, a = « _ ^ W1(zt . 

(«-iyV^" i (l-xr "ax^(m^l)/] 1 e' f .x''-'(l-xr'ax+/ ,, e'.x« (t-jr)-", 
oder 

m^' l-x)" " dar — /V.x"-( l-x)" - dx V.x" ( l~x)"+' 

d. h. , / , 
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d. h. /MX /■/„. /Ym — 1, »)—(« — 1) 

(i»f.) /&»,«)- m _ Am _ itH) ■ 

aber nach (JH.) aus /(/n, /i) gefunden werden kann, so ist es auch leicht, 
den Zusammenhang zwischen f(m, n) und f(m, n—l) anzugeben. 

70. 

Der Kettenbruch S=m — - = <£ (m, «) (wo m, n wie- 

m l 1 ' ' 

m+2 ~"»7+3~ete. 

der ganze positive Zahlen sind) kann ebenfalls nach der in den früheren 
angewandten Methode summirt werden. Mau mufs wieder zwei Fälle 

unterscheiden. Ist n<Z m, so ist der Kettenbruch irrational, ist aber n>m t 

t (»— 1) o (n — 2) .. 
so setze man M — 1 = c, , ttj — 2 — • = o 2 , u. s. w. Ata- 

. a * 
dann ist g n — W 



m 



m — J etc. 



Dieser Bruch bricht ab und ist endlich ; hierdurch ist also die Summe von 
S gefunden. 

Setzt man m = n , so hat man 

m-i 



m — 



m + ^ m + 3etc. m-3etc. 
f0, « ,icb — 1 (.erg.. 5.62.). 



m— t 



(m-3) 

Dieses Resultat hätte man auch direct ßnden können, denn es ist 



1 = »—■- '" f ,,. 3| . " 41 w., 

m — 2 — »» — 4— — - — 

folglich 

1 ~ m — 1 — t~ T\ 

m _2-'-^ J) 



3 4) 
m— 4 efc. 
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Ist n < m, so findet man den Werth de« Kettenbruchs nach §. 69. 
Setzt man nemlich in der Formel (K.) : 

r = I, 3 = 1, b — m — \ % 7 = 0, c=s — 1, «=sl, ff = *_ 2, 
so Iiat man £0 — £f „ — 2 — (m — l)x+x' 

0 "~* x * l — x ' 

Dieser Ausdruck wird für den Werth x = 1 Null, sobald n<.m ist, also ist 

(n - 1) f e-* . x"^(i — x)—"-» 6 x 

Dafe der Rest vernachlässigt werden kann, llifst sich hier wieder wie in 
§. 69. zeigen. Ist z. B. « = 2, m = .i, so hat man 

3_!_ = e-l_ 

4-1 /V'.xdx er ~ 2 

6 etc. • 

Aus dem Werthe von n) folgt 

(n~i)/"e-*.x»-*(i— x)— »£x 

<P(m + l,«) = ^ — • 

/ «- Jr .x"- , (1 — x>— "c5x 

Setzt man 

(/i— 1;/V*.x* 8 (l — ar)— —«5* = 

1 * o 

ße-*.x»-*(l—x)"-"- l Bx = 

(/i-l)/]'e-.^-»(l-j)"-ßx = /)', 

/V*.x*-(1— *)"-c* = 
so ist ° 

Ferner folgt aus (AT): 

,'/;-iy* -\'l-x) m -""cj = mß\x^ l {\-x) m - ni Bx-ß-\x J '(i-x) m - nx dx, 
oder 

(/, _ l } . x"- ( 1 — x)"-"- a x -(m — 1 ) . x"- 1 ( I — x) m ~*~ l * x 
ss /r x .x* 1 ( 1 —*)——• Öx—ß- x .x\ l — x)— dx = fe '.x*- 1 ( 1 - je)""" 5x ; 

also , n(W , , . . y(m,«)-(n- t) 
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Dasselbe Verhältnils findet aber aucb Statt, wenn «>w ist. Ist 
z.B. m = (), * = 4, so ist «S = y; ist m=i, 0 = 4, so ist Ä = l ; 
ist m = 2, n = 4, so ist 5 = — ^; ist m = 3 , n = 4, so ist 5 = und 

, 3 15—3 —3 4 ° 3 —3 — 3 T . . . . ,. 
mau hat f ~ jyXi» ~T~ = — 3 — > Y = — 3 — 1 ' Jedocü wt es hier uicht 

T 

so leicht, wie bei einem früheren Falle (§. 66.), einen elementaren Beweis 
dieses Verhältnisses zu geben. 

Es ist hier auch wieder leicht, einen Zusammenhang zwischen 
<P(m, n — 1) und <P(m,n) zu finden, denn es ist 

<P(rn, n — t) — 

n—i ni (n— l)fy(m,w)- Am — 1)] _ (m — n+l)«y ( m , n) — (n — 1) 

r« 4-1, «) ~~ g>{m,n)-(n— l) (f (m, n) — (n — 1) 

Der Kettenbruch 



m — 

<f[m 



m 



■ m-f.3Aetc. 

sich unter der Voraussetzung, dafs n y- m -f- A — 1 ist, und rn, n } A 
ganze Zahlen sind, in den endlichen Kettenbruch 

n — A 



m — JA etc. 



verwandeln, sobald A ein Factor von n ist. In diesem Falle ist daher der 
Kettenbruch rational. 

71. 

Aus dem Kettenbruche S (§. 69.) läfst sich die Summe «iuer un- 
zähligen Menge vou Kettenbrüchen ableiten. Hier sollen nur einige her- 
vorgehoben werden, die schon früher auf anderem Wege gefunden wur- 

deu. Es sei der Ausdruck n + m * (m+w) » gegeben. Man setze 

. (m+2n\* 

n+- 

n etc. 

y-}-c = /7i, '2*-\-a = m, 7=«, «=n, ß=0, b—n } so ist 

d Q bx m — 2n — nx—(m — n)x* 

~Q x * n(l-x') > 

ist /i = 2, m = 3, so hat man 

O 
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i2— tl x(t+2x-f *») _ dx(l+x) _ l-x 

Q ~ 2r(l-x') *~ 2i(l- x) Uml ' — ~V"7~' 

also i«t für den Werth x=\, QsO, folglich 

l, " Ü 0,3* « 

etc. 

folglich 

2+1-j, (vergl. §.33.). 

2+ 2 + eic. 

Irt n=l, m=2, so hat man — .=^tp = f^, also (.> = 

x 1 — .r J 1 — x 

1 — x. Dieser Werth wird wieder Null für den Werth x — l, daher ist 
folglich 

Tetc - TT? 51 

l-iog2 

(vergl. $. 28.). 1 e,c ' 

Setzt man 3 = 2, b — 1, a = 1, y = 1, a = 0, c = 1, so erhält 

man den Kettenbruch 3+*l— . Hier hl ^ mm 7 ^i+ff und 

5X2- 0 2— (1-f-x)» 

<? = [2 — Soll Q Null werden, so mufc 2=1 + sein, ooVr 

' x = -1 + Ä also ^ = /'-"*[ 2 -( t +«>'1 t *- = Nuu i8t 

7 ^2-«*+»)«) = arc WfezJ^i). folglich ^= f - « = * . Ehen 
so findet man ftbo und 

L " = 1 4 ff = £ (§. 47.). 

3 +T etc. 
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72. 

Um nun auch ein Beispiel zu geben, wo (et-\-a)~ nicht die Summe, 
sondern mir die erzeugende Function ist, möge die Summe de« Kettenbruch» 

{F.) n + J j 

1 5/1 etc. 

gesucht werden. Setzt man in dem Ausdrucke 

1 T «• 



statt j: den Werth so hat man: 



3 + T etc. 



oder 



1 

= -f = i 

5elc. 



i 



sucht mau dagegen den Werth von (F. ) aus §. 69. , so ist ß -f b = /7, 
0 = 2n, y = 0, c=1, «=0, a = 1 , folglich 

f'<() C>X 1 -f «X- X» 

"Ö ~x"* -2»« ' 

Diener Ausdruck kann für keinen Werth von x Null werden, so lange n 

positiv ist. Ist dagegen n negativ, so wird (> = e tnX . x~*, für den Werth 
x = ^ , Null. In diesem Falle ist 

E3 i 



1 />* ÖJC 



also war«- ^ . _1 j 

— ss — H j = — « 1 

ü 2 
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oder = — i = <n 

* 5n etc. 

Nach Legendre's Untersuchungen •) ist aber ~- = l+n, also wäre 

3n +5Telc. 



d. b. es wäre eine positive Zahl einer negativen gleich; man hätte auch 

J t n _L J «""4- 1 

— = —!—»»), d.h. — (1+^)= — , was eben so wenig angeht. 

A * S-t e«-i 

Der Grund dieses Widerspruchs hegt in dem Umstände, daft hier — ^ 

wirklich nicht die Summe von (F.) ist, und daß der irgendwo 

Am- 



lässigte Ausdruck das ganze Resultat vom Positiven zum Negati- 



73. 

Das Vorhergehende zeigt, dafs die Summe des Kettenbruches 
F(/i-f»l: 3n + l:5n....) nicht durch die in §. 69. gezeigte Methode ge- 
funden werden kann, und man würde auf dieselbe Schwierigkeit stofsen, 
weun man irgend einen anderen Kettenbruch, dessen Theilzähler sänimt- 
lich einander gleich sind, nach dieser Methode summiren wollte. Es giobt 
aber einen anderen Weg, zur unmittelbaren Summation einer gewissen, 
hierher gehörenden Klasse von Kettenbrüchen zu gelangen •*•). 

Es seien die zwei Reihen 

<p(6) = l+qj+0^r^; + i, 2 .3.i(H/?j(6+^./J' 



gegeben. Zieht man diese von einander ab, so erhält man 



*) Exercices du calc. inti'gr. T. /. po^. 367. 

«SA T7_l-_ J — J «__-_ 



') Wie Euler, der den wahren Werth Ton — noch nicht kannte ( Upusc. 

nr.nl. T TT png 21G \ wirklich glaubt. ' 

♦»•) »nn YOrjlwhe Kuleri Opusc. anaL T.II. p. 2171t, Jl/m. de facad. dt 
PStersb. T. VI. p. V2 Ü\ 



uiyinzeo 
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folgt <p(b) ' | . 



und eben so kann man wieder den Werth von y|pEfg| finden. Fährt 
auf diese Weise fort, so erhalt 
y (b) | _j_ jg 



oder J+3/? "*"&-f4,?etc. 

|Ä=F[Ä + a r:(6+ß) + x:(Ä+2ß) + x:(6+:Jß) + ....j.... = 4 S, 



vorausgesetzt, dafe man den weggelassenen Factor 



<p(b + mß) 

9» (*+(»+!)/») 
Nachtheil für das Resultat vernachlässigen darf. 



Sobald man also den Werth der zwei Reihen <P(A), <p(A-|-ß) kennt, 
so ist dadurch mittelbar der Werth des Kettenbruchs S gefunden. Zur un- 
mittelbaren Summation fuhren folgende Betrachtungen. Es ist 
dqp(fr) _ 1 , x , x* i 

dx — bT^"^ b{b+ß, ß> "T" 2b(b + ß)(b + '2ß) Ji 

x.d*rp(b) x . x a 

Hierausfolgt ^ = ß i .xd 1 (p(b) b.ßSyfb) 



und 

nlso 
und 
also 



dx- 



c bt pb fr.<)p(6)dx r p(b)dx 

VV + ß) ~~ b.ßd<p{b) — ß.d V< b) 

. B i 'p(b) _ d <?(*>) <p(b)dS 
öi J ~~ ß.dx.S ß.Öx.S* ' 
Sulwtituirt man die Werthe (3.) und (4.) in (2.), so hat 

... ß.xcyjb) _ ß.xq\b)BS , b.<f(b) x.<f>!b) ß.xy(b)8S , b.tfjb) 

. _x_ /9. xdS , b 
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od< ' r 5. S i Bx—x3x + ßxdS—bS3x = 0. 

Integrirt mau diese Gleichung , so findet man den Werth von S oder de» 
Kettenbruches, und zwar mufs man das Integral so einrichten, dafs fin- 
den Werth jt = 0, S = b wird, weil, wenn ar = 0 wird, <p(A) = l, 
0(6 + 0) = 1, folglich S = b wird. 

Betrachtet man die Gleichung (5.) als gegeben, so kann man den 
Kettenbruch S unmittelbar aus derselben ableiten. Denn setzt 
S = b + ^ und substituirt diesen Werth in der Gleichung (5.), so hat 

S'Bx — xBx + ßxdS' — (b + ß)S'dx sc 0. 
Diese Gleichung ist der Gleichung (5.) durchaus ähnlich, nur dafs A-f-ß 
statt b gesetzt ist. Es ist daher S' dieselbe Function von b + ß, wie S 
von bi man hat daher S' = b+ß+^ /9 £"»*+2ß+ps etc., und so 
erhält man den ganzen Kettenbruch. 

Man kann die Gleichung (5.) leicht auf die bekannte Ricca tische 
Gleichung zurückfuhren. 



S = x*.z, so ist 2Su=Ja s +*J-' zBx, 
und man erhalt durch Substitution dieses Werthes die Gleichung 

xKjBx—xBx+ß.x?Bx = 0, 



oder 



6. d,_±^ + 5^. axssa 

ß.xß P 



Setzt man nun a? = t, oder x = t\ so hat man £>x= und sub- 

Btituirt man diesen Werth in (6.), so hat man: 

7- **-f ^+^.«*d/=d,_»^.^ + * a . d * Ä o. 



6 



Die letzte Form ist die, unter welcher die Riccatische Gleichung 
gewöhnlich dargestellt wird. 

Die Möglichkeit, die unmittelbare Summe des Kettenbruchs S zu 
finden, hängt also von der Möglichkeit der Integration der Gleichung (7.) 
ab. Diese kann aber bekanntlich nur in dem Falle geleistet werden, wenn 
j — 2 entweder =2, oder in der Form enthalten ist. Es mufs also 

— 7, — =27+7 oder ß es j=~ sein. Setzt man ^7+7 = *> so ist 
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ß — -f 2 a, £ = (2/+l)*, und daher die allgemeine Form des Kettenbruehs, 
dessen Summe möglicherweise durch die Riccatische Gleichuug gefun- 
den werden kann: 

(A.) (2i±l). + - — 

( 2i ± 3 )°+(27±5)^ etc. 
Der Kettenbruch F(/i-f x:3n+x:5n ....) ist in dieser Form enthalten. 
Man hat in diesem Falle b = n, ß = 2n, und es mufs daher die Gleichuug 

dz— — dt + —z 2 dt = 0 aufgelöst werden. Hieraus folgt : 

1(1-*') n e- + C 

n 

Setzt man statt t seinen Werth **, statt z seinen Werth ^j, so hat man 

a — ^5 . 

Für den Werth jc = () mufs in diesem Falle S = n werden; da aber der 
Zahler im Werthe von 3 von selbst Null wird, so mufs auch der Nen- 
ner von selbst Null werden, d. h. es mufs C = -1 sciu, also ist 

x*(e» — l) Dafc der wegg elassene Rest hier keinen »chiidlichen 



TT 

e- +1 

Einflufs auf das Resultat ausüben kann, lüfst sich aus denselben Gründen 
wie in §. 03. zeigen. % 

Ist x sl. so hat man «S = t 11 ^, wie schon früher gefunden wurde. 

Hat man den Ketteubruch F(n — xi'in — x:5/i....), so ist 

s = ^-ff 5 - 0 - /wW?. 

oder wenn man statt x den Werth x* substituirt, so hat 

F[n — x:3n—x 1 :bn....] = x.tang-^-, 

und wenn n — \ ist : 

tangx = F[x : t — x 1 : 3 — jr 1 : 5 etc.] 
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Kann der Kettenbruch nicht unter die Form (-■/.) gebracht werden, 
so ist es nach dem jetzigen Standpuncte der Wissenschaft nicht möglich, 
vermöge der Riccatischen Gleichung, den Werth desselben in einem 
geschlossenen Ausdrucke zu erhalten. Es bleibt alsdann noch das Mittel 
übrig, diesen Werth mittelbar durch Summation der Reihen, die durch 
<P(b) und <p(A + ß) bezeichnet wurden, zu finden. Diese Summation 
gehört aber nicht mehr in das Gebiet der Kettenbrüche, sondern zur 
Theorie der Reiben. Andeutungen zur Auffindung dieser Summen ver- 
mittelst bestimmter Integrale findet man in Fourier's Theorie de la cha- 
leur §. 310 ff. 

74. 

Im Vorhergehenden sind einige ziemlich allgemeine Formen von 
Kettenbrüchen auf eine directe Weise summirt worden. Alle Formen auf- 
zuzählen, ist hier eben so wenig möglich, wie bei den Reihen, und noch 
weniger kann die Summation eines jeden gegebenen Kettenbrucbs direct 
geleistet werden. Zu den Kettenbrüchen, dereu directe Summation noch 
nicht geleistet ist, und von besonderem Interesse wäre, gehören erstens: 
die Kettenbrüche , bei welchen dieselben Theilnenner periodisch wieder- 
kehren, während die Theilzähler nach einem gewissen Gesetze fortschrei- 
ten, wie solche z.B. in §.49. gefunden wurden; ferner diejenigen, in wel- 
chen gewisse Theilbrüclie immer wiederkehren, wohin z. B. der früher 
§.59. gefundene Kettenbruch e* = F(l : 1 — /: 1 +t : 2 — t:S + t :2 ....) 

gehört, in welchem der Theilbruch -j immer wiederkehrt. 

Überhaupt sind die Kettenbrüche, bei welchen die Zeichen abwech- 
selnd positiv und negativ sind, noch am wenigsten bearbeitet, und man 
siebt leicht, dafs ihre Summution in keinem Falle aus den Betrachtungen 
des §. 69. abgeleitet werden kann, weil sie nicht unter die Form des dort 
aufgestellten Kettenbrucbs S gebracht werden können. Besondere Auf- 
merksamkeit verdient wohl die, den in §. 66, und §. 70. summirten Ket- 
teubrüchen ähnliche Form, nemlich: 



1. S = m 



n 



'+14 



m + 2 



(" + 2> 



m-j-4 etc. 

Ist «</w, so convergirt der Kettenbruch (§.55.) und ist irrational (§.64.); 
ist aber n>m, so könnte man hier wieder den Kettenbrach iu einen 
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endlichen verwandeln. Man setze nemlich: 
ist 

-(n-i) „ __ n-1 _ -<„-3) . it-4 



so ist 

s 



m — * /»_3\ 



"* * m— 4 etc. 



Man würde indessen sehr irren, wenn man hier die beiden Ketteobrüche 
(1.) und (2.) als identisch ansehen wollte. Ist z. B. n = 3, m = l, so 
verwandelt sich der Kettenbruch (2.) in 
-2 _ -2 

0-- ö 0+^—5- 

— 3H 3, 3 3 

5 6ete. 

Da nun der Kettenbruch 2 + - — 5 convergirt und grölser wie Null ist, 



3 ~le~tc. 



so würe der Werth von S = — 2. Man überzeugt sich aber leicht, dals 
der Werth von 1— — j positiv und kleiner wie 1 ist, weil allgemein 



2+ 3-i- 
3 ~4Ttc 

der Kettenbruch m - m + 2 3 positiv und <^ ist. Denn 

Wl " r m + 3etc 

bleibt man bei irgend einem Theübruche gfeg stehen, so hat man jj)*^ 
..... m-4-r— 1 <1 m+r—2 ^ 1 

»"•H--3 <l # Fghrt man auf diese Weise fort, so findet sich, 
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dafs dflr Kflttenbruoh m 



m + 2 



>m — 1 



ist, uud da r unbe- 



m+l + 




stimmt geblieben ist, so gilt dasselbe auch von dem ins Unendliche fort- 
laufenden Kettenbruch. 

Die Summation einiger besonderen Formen findet man in La place 
Mec. cel. T. IV. p. TA. und Legen dre Tr. dejonet. ellipt. T. II. p. ;>OS. 
Die Summation einer besonderen Gattung von Kettenbrüchen wird noch 
später (Kap. 6.) vorkommen. 
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Fünftes Kapitel. 

A. Anwendung der Ketlenbrüche zur Auflösung der Z.ililengleichungen. 

75. 

JLiagrange hat zuerst gezeigt *), wie man die Kettenbrüche zur Auflösung 
der Gleichungen anwenden kann. Seine Methode ist aber mit einer gre- 
isen Unvollkommen heit behaltet, die sie in den meisten Füllen ganz un- 
brauchbar macht. Sie fordert nemlich, dafs man schon den kleinsten Un- 
terschied der Wurzeln der aufzulösenden Gleichung kennt; «las Aufsuchen 
dieses Unterschiedes aber, von welchem zugleich die Entdeckung der ima- 
ginären Wurzeln abhängt, führt bei höheren Gleichungen zu so verwickel- 
ten Rechnungen, dafs dieses Verfahren als ganz unausführbar angesehen 
werden nuus. Fourier, dessen Bearbeitung der Lag ran gesehen Methode 
leider nicht erschienen ist, hat in dem Expose synoptique t welches dem 
ersten Theile seines Werkes „Analyse des equations" vorausgeschickt ist, 
angedeutet : dals das Aufsuchen des kleinsten Unterschiedes ganz überflüssig 
ist, dals man vielmehr die aufzulösende Gleichung zuerst so behandeln 
mufs, als ob alle Wurzeln reell wären, dafs ferner, wenn sie imaginäre 
Wurzeln enthalten sollte, diese durch deu Fortgang der Rechnung selbst 
angedeutet werden, und die Berechnung der reellen Wurzeln alsdann um 
so leichter wird. Diese Resultate wieder herzustellen, ist der nächste Zweck 
der folgenden Betrachtungen. Es ist aber hierzu erforderlich: zuerst aus 
Fourier die Methode zu entlehnen, durch welche man die Gräuzen fin- 
det, innerhalb welcher die Wurzeln einer Gleiohung enthalten sind. Dies 
soll in den nächsten §. §. 76. — 82. geschehen. 



*) Memoire de Pacadt'mie de Berlin ann/e 1767 et I70S, Traiit 1 de la ri'solntion 
des e'qualions numi'riques. 

P 2 
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76. 

Es sei die Gleichung: 
/(*) = Ax~ + A>x~ + A 2 x~~* + A s x~* + ..., + A M _ l x+A m ^O 
gegeben, vro A, A lt A t . . . .A m bestimmte Zahlen bedeuten, und m eine 
ganze Zahl ist. Es wird vorausgesetzt, dab diese Gleichung keine gleiche 
Wurzeln hat. WSre eine Gleichung gegeben, die solche enthielte, so könnte 
man sie leicht nach bekannten Regeln entdecken, und die sie enthalten- 
den Factoren wegschaffen. Man düTerenziire diese Gleichung m Mal hin- 
ter einander, und schreibe die DhTerenzial-Coeffizienten in umgekehrter 
Ordnung neben einander, so dafs man die Folge: 

w "5P^r- /(*) 

erhalt. Es soll nun, wenn in irgend einer dieser Functionen statt x der 
bestimmte Werth « substituirt wird, z. B. in ßfe> durch 
Werth angedeutet werden, welchen durch diese Substitution erhält. 

Substituirt man in der Folge (A.) statt x uberall den Werth «, so wird 
jedes einzelne Glied das positive oder negative Zeichen haben. Diese Zei- 
chen schreibe man in der Ordnung, wie man sie erhält, neben einander- 
die ganze Zeichenreihe soll durch [«] angedeutet werden. Setzt man statt 
x den Werth — oo, so reducirt sich jede der Functionen 

*/(*) B"*-*f(x) . 

erstes Glied, daher hat die erste Function ^ß" 00 ) da8 . Ze - 
die zweite ^^Jr das — Zeichen, die dritte das + Zeichen 
«... w. Die Zeichenreihe [-«] enthalt also nur Zeichen Wechsel. 

Setzt man dagegen *=«>, so haben alle Functionen das + Zei- 
chen, und die Zeichenreihe enthalt nur Zeichenfolgen. Setzt man statt x 
eine Zahl + *, die zwischen — « und <x Hegt, so ist leicht einzusehen 
dab die dadurch entstehende Zeichenreihe [±«j so lange dieselbe ist wie 
[— »], als nicht zwischen ~<x> und ±a eine Zahl hegt, die so beschaf- 
fen ist, dab wenn man sie statt x substituirt, alsdann eine der Functionen 

d m f(*) r, . 
bcc "••/(*) 

auf Null reducirt wird, wefl eine Änderung in der Zeichenreihe nur dann 

Functionen vom Positiven zum Negati- 
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ven oder umgekehrt übergeht, dieser Übergang aber bei keiner algebrai- 
schen Function Statt haben kann, wenn sie nicht durch den Werth Null 
geht. Es ist daher besonders wichtig, zu untersuchen, welche Änderung 
in der Zeichenreihe die Substitution eines Werthes et hervorbringt , der 
wirklich eine der Functionen auf Null reducirt. 

77. 

Man nehme zuerst an, diese Function sei /(x), so dafs f(a) == 0 ist, 

dagegen d -&£- t u. s. w. sämmth'ch bekannte positive oder negative 

Wertbe haben. Man substituire statt x in der Folge (A.) nach 
die drei Werthe «—Sa, a, a + da, und setze die dadurch ei 



<I,n -u-nr.,,™ [— d.], [et], [x + dt] 



... 



auf drei horizontale Linien unter einander. Diese Reihen 
Hinsicht auf das letzte Zeichen, das jede enthält, 
da der Werth des DüTerenzials 3 a unbestimmt ist, so 
klein genommen werden, dais keine der Functionen 

— 5*= — > — 2*=* — * ^ — > — (Fä™-* — > 

Null wird; diese Functionen behalten also bezuglich dasselbe Zeichen 

' d^a"^ 9 ^ da^-^ > "" ^g^ 611 w > r< ^ /(" — negativ oder positiv wer- 
den, je nachdem positiv oder negativ ist, weil /(*) Null ist, und da- 
her das erste in der Entwicklung von/(*— da) hervortretende Glied, 
welches das Zeichen der Function bestimmt, — Aus ahn- 
lichen Granden ist f(*-\-3a) positiv oder negativ, je nachdem posi- 
tiv oder negativ ist. Ist positiv, so werden die drei Zeiebenreihen, 

wenn man nur die letzten Zeichen berücksichtigt, folgende Gestalt haben: 

[et — da] = ....-} 

[et,] = .... -f 0 

[a-f^*] = • • • • + -f" 
Ist negativ, so hat manr 

[a = .... — -f" 

[«] = — O 

[a -J- 3 «J — •••• 
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In jedem Falle ist in der Zeichenreihe [x-\-d*] ein Zeichen- 
wechsel weniger als in der Zeichenreihe h* — da], sobald /(«) 
=s<>, d. h. a eine Wurzel der gegebenen Gleichung ist. 

78. 

Ist aber a keine Wurzel der Gleichung, also /(et) nicht Null, dage- 
gen irgend eine andere Function *^r, und nur diese, gleich Null, und 
man substituirt wieder allmählig statt x die Werthe a — da, et, a + da 
su wird man auch in diesem Falle da so klein annehmen können, dafs 
alle correspoudirende Zeichen der drei Reihen: 

[•-••]• W, [•+*«] 

gleich sind, bis auf die drei Zeichen, welche durch die Substitution der drei 

d* fix) 

Werthe in entstehen. Man hat daher nur nüthig, die drei auf ein- 

ander folgenden Functionen §gf>, m betrachten, wenn 

man wissen will, wie sich die drei Zeichenreihen [% — da], [ctj, [x + da] 
gegen einander verhalten. Die Function — ( "~ Ba) ist negativ oder po- 
sitiv, und die Function ££i|±*f Ü positiv oder negativ, je nachdem 
positiv oder negaüv ist, die Function ^Jlf kann aber ebenfalls positiv 
oder negativ sein. Hierdurch entstehen vier verschiedene Combinationen. 
Sind ~d~a^r und %^=T beide positiv, so hat mau, wenn man nur die 

den Funct.ouen enttpreebende Zeichen 

schreibt : 

fa — da] = ....-| 

f «J = . . . . + 0 + • • • • 

c . . &***/ (*) d'- l /(a) 

a«nu -J^+r und beide negativ, so hat man : 

fa — da] es h — .... 

[*] = ....— 0 — ... . 

[a + öa] = .... 

In diesen zwei Füllen hat also [a + da] zwei Zeichen Wechsel 

[.-*•]. i.t negatlV , sjjga ^ go hat 
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f « — da] — .... 1- -f- . . . . 

[a] = .... — 0 
f a + d a] = ... 

Ist - tt . +l posiliv, -^rr negativ, so hat man: 

[a — da] mm ....-{ .... 

[et] — .... 0 "~~ .... 

[a -f ö a] = . . . . -| .... 

In den zwei letzten Füllen enthält ajlso |a-j- r'«J eben so viel 
Zeichenwechsel als [a — da], 

79. 

Es soll nun der Fall betrachtet werden, wenn mehr wie eine Func- 
tion durch die Substitution des Werthes a Null wird, und zwar nehme man 
zuerst an, daß die c auf einander folgenden Functionen, 

d"f(a) d"- l f (a) d"-<+ l f{a) 
a«« » ^ a ^-T-> •••• a 0 «-«+i 

(unter welchen sich aber / (a) nicht befindet), und nur diese Null werden. 
Bildet man die drei Zeichenreihen: 

[« — da], [«], [a + Öa], 
so kann man d« so einrichten, dafe die correspondirenden Functionen, die 

der Function - vorausgehen, und eben so die correspondirenden Func- 
tionen, die auf die Function ^jffi 0 folgen, in den drei Reihen gleiche 

Zeichen haben. Um also zu finden, wie sich die Zeichenreihe in ihrem 
Übergänge von [a— da] zu [a + da] ündert, braucht man nur die den 

d"+«/(x) d"/(x) a"-y(x) 
~&m~> T(?"> • • • • a*-* 

Zeichen zu betrachten. Man hat 

d'f(a+da) , , 

d*- l f(a + da) (da)* d'+'fl*) , 

a -yfq+ a«) _ (a«v a"+'/Y«) , 
— 7*^ "O" + ' ' * ' 

a»/(«-a«) _ n a^-'/ fa) , 
— ^ + . . . . 
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&**f(a-da) (da)* 3»+ I / (o) , 

d~^ =r 2~ • ~Tä*+r~ t • • 

— ä^ 5 rr- a«-* + •••■ 

Ist « eine gerade Zahl, und Sj jj j S? positiv, so hat man daher: 

[«__ 3 a] = ....4 1 ...,-J 1- ± 

[«] = +0 0 0....0 0 0± 

[a + 3a] s= . . . . 4- + + *f".... + + + ± 

und ist 8 ^{|?^ negativ, ao hat man 

[a — da] = .... 1 }-.... 1 + 

[a] = 0 0 0.... 0 0 0 + 

\a, "4- 3 aj = «... — — — — .... + 

Iu jedem Falle hat also die Zeichenreihe [a + 3a] e Zeichenwechsel we- 
niger als [a — da]. Ist aber e eine ungerade Zahl, so kommt es darauf 

an, ob nrjffip und gleiche oder ungleiche Zeichen haben. Im 

ersten Falle hat [a + da] e + 1 Zeichen Wechsel , im zweiten e— 1 

Zeichen Wechsel weniger ab [<x-3a]. Denn sind und 
beide positiv, so bat man: 

[a — - 3 a] = .... -4- — -f- — . . . . -f- — - — -{-.... 

[a-f-^a] «= • ••• + + + + •••• + + + + + •••• 
und sind beide negativ, so hat man: 

[a — 3a] = .... 1 \-.... \" I •••• 

Ist dagegen ^«+1 positiv, und ' negativ, so hat man: 

[a— 3a] = .... H 1 .... H 1 

[a + 3a] = .... + + + + ....+ + + + - 

und ist ^> negativ, und §~g?> positiv, so hat man 

[a — 3a] = .... 1 f-..,._-| \- + 

[a + 3a] = .... .... h 

80. 

Es ist noch der allgemeine Fall zu betrachten, wenn an verschie- 
denen Stellen der Folge (A,) verschiedene Gruppen von Functionen Null 
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werden, z . B. an einer Stelle e Functionen , an einer anderen e l Functio- 
nen u, s. w. Dieser Fall kann leicht auf den vorhergehenden zurück ge- 
führt werden ; man braucht nenilich nur jede der verschwindenden Gruppen 
für sich zu betrachten. Will man daher wissen, wie viel Zeichenwechsel 
la + da] weniger hat als [a— 3 a], so betrachte man zuerst die Gruppe 
von e Functionen. Ist e eine gerade Zahl, so Enden sich eben deswegen 
in [a + da] e Zeichenwechsel weniger als in [a— 3a], ist e ungerade, so 
hat [a+ 3 a] * + 1 oder e— 1 Zeichenwechsel weniger. Eben so wird die 
Zeichenreihe [a-f-da] wegen der Gruppe von e x Functionen, nach Um- 
ständen # M ^+1 oder e. — l Zeichenwechsel weniger als fa— da] 
haben u. s. w. 

Es wird hier immer vorausgesetzt, dafs f(x) nicht unter den ver- 
schwindenden Functionen ist, weil sonst die Gleichung gleiche Wurzeln 
hatte, gegen die Voraussetzung (§. 76.). 

81. 

Aus dem Vorhergehenden lassen sich nun folgende Resultate ableiten : 

I. Zwischen dem Werthe x = — oo und dem Werthe jt = oo ver- 
liert die Zeichenreihe m Zeichenweise! (§. 76.). Substituirt man daher 
nach einander die Werthe a, ß, statt x, so können die zwei Zciohenrei- 
hen [a], [ß] nur höchstens um m Zeichen Wechsel verschieden sein. 

II. Die Anzahl der Zeichenwechsel kann, wenn man immer grö- 
fsere und gröbere Werthe (mit Rücksicht auf das Zeichen) statt x sub- 
stituirt, nie zunehmen, die etnmai verlorenen Zeichenwechsel können bei 
keiner späteren Substitution wieder erscheinen. 

III. Liegen zwischen den Werthen x — a und x = ß, n unter ein- 
ander verschiedene reelle Wurzeln der Gleichung a ly a,, o,, . .. ., so mufe 
[ß] wenigstens n Zeichen Wechsel weniger haben als [a], denn [a,+3 aj ] 
hat einen Zeichen Wechsel (wenigstens) weniger als [a, — 3 a,] ($. 77.); 
ebenso hat [a 2 +3aj einen Zeichen wechel weniger als [oj — 3oj] u. s. w. 

IV. Hat daher [ß] nicht weniger Zeichenwechsel als 
[a], so kann zwischen a und ß keine Wurzel liegen; hat aber 
[ß| n Zeichenwechsel weniger als [a], so können zwischen a 
und ß nur n Wurzeln ligen. 

V. Man darf aber aus dem Umstände, dafs [ß] n Zeichenwechel 
weniger als [a] hat, nicht schliefen, dafc zwischen a und ß auch wirk- 
lich n reelle Wurzeln liegen, weil das Verschwinden der Zeichenwechsel 

9 
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auch dadurch entstanden sein kann, dafs eine oder mehrere der in der 
Folge (A.) enthaltenen Functionen durch einen zwischen a und ß liegen- 
den Werth Null geworden sind, ohne dafs /(*) durch die Substitution 
eines solchen Werthes Null wird. So viel ist aber gewifs, dais wenn n 
eine ungerade Zahl ist, zwischen a und ß wenigstens eine reelle Wur- 
zel liegt, weil, wenn eine oder mehrere der in der Folge (A.) enthaltenen 
abgeleiteten Functionen Null werden, nur eine gerade Anzahl von Zeichen- 
wechseln verschwinden kann ( §. 78. , 79. , 80.). 

VI. Da das Verschwinden eines Zeichenwechsels immer auf eine 
reelle Wurzel deutet, so müssen nothwendig durch die Substitution irgend 
eines Werthes zwei Zeichenwechsel auf einmal verschwinden, sobald der 
Gleichung zwei reelle Wurzeln fehlen, d. b. sobald sie zwei imaginäre 
Wurzeln hat, und es müssen überhaupt so viel Paare von Zeichenwechseln 
verschwinden, als die Gleichung Paare von imaginären Wurzeln enthält. 

VII. Weife man mit Gewifsheit, dafs zwischen den Gränzen a und 
ß keine reelle Wurzel liegt, und hat [ßj 2 n Zeichen Wechsel weniger als [a], 
so folgt daraus, dafs die Gleichung wenigstens 2n imaginäre Wurzeln hat. 
Ist daher irgend ein Werth et keine Wurzel der Gleichung fix"; = 0, d. b. 
mit anderen Worten, liegt zwischen et — &a und a-f-da keine Wurzel die- 
ser Gleichung, und hat [a-j-da] 2 n Zeichen Wechsel weniger als [a — da], 
so folgt hieraus, dafs die Gleichung wenigstens 2n imaginäre Wurzeln hat. 

82. 

Die Frage, wie man die Gränzen, innerhalb welcher die Wurzeln 
liegen, finden kann, ist durch das Gesagte vollständig gelöst, und wird 
praktisch am leichtesten auf folgende Weise erledigt. Man gehe von dem 
Werthex = 0 zuerst rückwärts, und setze allmahlig x = — 1, x = — 10, 
x = — 10 2 u. s. w., bis man an einen Werth x — — 10* kommt, der so 
beschaffen ist, dais [ — 10"] nur Zeichen Wechsel enthält; zwischen — oc 
und — 10" kann also keine Wurzel der Gleichung liegen. Dann setze 
man x = 1, x=- 10, x= 10 7 u. s. w., bis man an einen Werth 10' kommt, 
der so beschaffen ist, dais [10'] nur Zeichenfolgen enthält; zwischen 10* 
und sc kann wieder keine Wurzel liegen, vielmehr müssen alle Wurzeln 
zwischen —10" und ltf enthalten sein. Man vergleiche daher jede zwei 
der auf einander folgenden Zeicbenreihen [—10*] und [— IGT*], [— lO-'] 
und [— 10"- 2 ] bis [— 10*- 1 ] und [-10']. Haben zwei solche auf einander 
folgende Zeicbenreihen dieselbe Anzahl von Zeichen wechseln, so liegt keine 



Digitized by Google 



- 123 — 

Wurzel zwischen ihnen; diese Zwischenräume werden nicht weiter beach- 
tet; hat die zweite Zeichenreihe einen Zeichen Wechsel weniger als die 
erste, so liegt eine reelle Wurzel zwischen den entsprechenden Grunzen, 
hat die zweite eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln weniger als die 
erste, so liegt wenigstens eine reeHo Wurzel zwischen diesen Grunzen, 
ist aber die Anzahl dieser Zeichen Wechsel eine gerade, so ist es zweifel- 
haft, oh dieser Umstand auf eine gerade Zahl reeller Wurzeln oder auf 
eine Anzahl imaginärer Wurzeln deutet. 

Es kann auch vorkommen, dafs die Zeichenreihe, die einem Wertbe 
a entspricht, nicht unmittelbar mit eiiter anderen verglichen werden kann, 

weil einige der Functionen ^ßr-> "g^S^ u * 8 * w * durch die Substitu- 
tion x = a Null werden. In diesem Falle nimmt man statt a einmal 
a — ra, und dann a-f-da, [a — ca] und [a+öa] werden wieder voll- 
ständige Zeichenreihen sein. Will man daher fa] mit einer Zcicbenreihe 
[ß\] vergleichen, die einem Werthe ß 4 <Ca entspricht, so nimmt man statt 
\a\ die Zeichenreihe [a — da], will mau aber [a] mit einer Zeichenreihe 
( ß J vergleichen , die einem Werthe ß > a entspricht , so nimmt mau 
|ct-f Sa] statt [aj. 

83. 

Es ist einleuchtend, dafs man durch das im vorigen §. angegebene 
Verfahren, welches in der Folg«», der Kürze halber, das Theorem (-^.) hei- 
isen soll, die Grunzen, innerhalb welcher alle Wurzeln liegen, mit Sicher- 
heit fiudeu kann; es giebt aber keinen sicheren Aufschluß über die Natur 
der Wurzeln. Im Gegentbeil bleibt es in den meisten Fällen ungewiß, 
ob die durch den Unterschied in der Anzahl der Zeichen Wechsel ange- 
deuteten Wurzeln reell oder imaginär sind. Es mufs also die Frage ge- 
hlst werden, wie man die reellen Wurzeln von den imaginären unter- 
scheiden kann. Es ist einleuchtend, dafs diese Frage nicht dadurch ent- 
schieden werden kann, dafs man statt der schon gezogenen Gränzen a, ß, 
engere a ( , ß t zieht. Denn liegen z. B. zwischen a und ß zwei imaginäre 
Wurzeln, so dafs [ß] zwei Zeichen Wechsel weniger als [a\ hat, so wird 
auch [ßj zwei Zeichenwechsel weniger als [a,] haben; so lauge man aber 
über die Natur der Wurzeln ungewifs ist, kann man nicht wissen, ob dies 
nicht daher rührt, dafs die Gleichung zwei reelle Wurzeln hat, die zwi- 
schen a, und ß, liegen, und dieser Zweifel würde bleiben, wie enge auch 

<?2 
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die Grunzen gezogen sind. Man findet aber bald , dafs jede genaue Nü- 
herungsmethode, d. h. jede, welche lehrt, wie man sich mit Sicherheit dem 
wahren Werthe der reellen Wurzeln, wenn solche vorhanden sind, immer 
mehr nähern kann, nothwendig auch auf die Entdeckung der imaginären 
Wurzeln führt. Sobald nemlich das Theorem (A.) gegeben ist, so sind 
mit demselben auch eine unendliche Menge genauer Näherungsmethoden 
gegeben, die sich im Grunde nur durch die äufsere Form unterscheiden, 
die sie dem Werthe der Wurzeln geben. Denn bat man durch das Theo- 
rem ( A.) gefunden, dafs eine oder mehrere Wurzeln der Gleichung /,» = 0 
zwischen den Grunzen a und ß enthalten sind, so ist a ein Näherungs- 
werth von x. Setzt man den noch unbekannten Theil des Werthes der 
Wurzel aa jr, , so kann man x als eine Function der Gröfsen a und x, 
ansehen nnd daher x = ^(a, r,) setzen. Substituirt man diesen Werth von 
x in /(ar) = 0, so erhält man eine neue Gleichung <p(x,) =0, und man 
kann, vermöge des Theorems (A.) wieder Grunzen a n ß, bestimmen, in- 
nerhalb weicher ar, liegt. Setzt man alsdann .r, = v/^(a, , x 2 ) und substituirt 
diesen Werth in <p(x t ) = 0, so erhält man eine neue Gleichung = 0, 
and man kann wieder, vermöge des Theorems (A.) f die Grunzen bestim- 
men, innerhalb welcher x, liegt, und auf diese Weise kann man sich dem 
wahren Werthe von x immer mehr nähern. Die Frage, wie man sich 
dem wahren Werthe einer Wurzel immer mehr nähern kann, kommt 
also darauf zurück, mit Hülfe des Theorems (A.) einen continuirlicben 
Ausdruck zu finden, der sioh der Wurzel desto mehr nähert, je mehr 
Glieder desselben man zusammen nimmt. Da es aber unendlich viele 
continuirliche Formen giebt, so giebt es auch unendlich viele Näherungs- 
methoden; die Hauptformen sind auch hier wieder die unendlichen Pro- 
duete, die unendlichen Reihen und die Kettenbrüche. Hat man nun ver- 
möge des Theorems (A.) gefunden, dafs zwischen den Zahlen a und ß, 
n Wurzeln der Gleichung angedeutet werden , so mufs jede genaue Nähe- 
rungsmethode , wenn man sie unter der Voraussetzung anwendet, dafs 
n reelle Wurzeln vorhanden sind, auch n reelle Werthe liefern, wenn die 
Toraussetzung richtig ist ; liegen aber zwischen a und ß weniger als n reelle 
Wurzeln, so mufs die unter einer falschen Voraussetzung angewandte Me- 
thode, indem sie n Werthe zu entwickeln sucht, nothwendig auf einen 
VTiaersprucn, aut etwas ungereimtes lunren, und gerade darin liegt das 
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Eine der bekanntesten Auflösungsmethoden, die Newtonsche, be- 
ruht auf der Entwickelung der Wurzeln durch eine unendliche Reihe. Es 
sind aber noch eine Menge anderer Auf lösungsraethodeu möglich, die sich 
auf dieselbe Eutwickeluugsart gründen, und nur durch die Form, die mau 
der unendlichen Reihe giebt, von einander verschieden sind. Sie fuhren 
alle, sobald man das Theorem (A.) zu Hülfe nimmt, eben so sicher zum 
Zwecke, wie die Newtonsche Methode, wenn auch nicht alle eben so 

schnell. Eine der einfachsten dieser Methoden ist z. B. folgende. Wir 

98 

wollen zuerst annehmen, es sei ein rationaler Bruch, z. B. ^ gegeben, der 
in eine Reihe verwandelt werden soll, so kann dies auf folgende Weise 

geschehen. Man suche zuerst die gröüste ganze Zahl, die in diesem Bruche 

98 17 

enthalten ist. Diese ist hier 3, man hat 57 = 3 + £7« Man 8ucne nun zwci 
Brüche — , — , zwischen welchen enthalten ist (m bedeutet eine 

TO 7M-|-1 * 27 y 

ganze Zahl). Man findet 27^0 und *war 27 = ^"^"p> CDCn 80 jpj^l 

=4 + 04» &ho 

98 . , .,1,1. 1 

Ganz auf dieselbe Weise kann man den rationalen oder irrationalen Werth 
der Wurzel einer Gleichung entwickeln. Es sei die Gleichung 

(a.) Ax m -\- A l x m ~ l -\-A 2 x M - 2 -^....A m = 0 
gegeben. Man habe durch das Theorem (--/.) zwei Zeichenreihen \a\ und 
[ß] gefunden, so beschaffen, dals [a] nur einen Zeicheuwechsel mehr ent- 
halt als [ß] , so liegt also zwischen a und ß eine Wurzel der Gleichung (a.). 
Man setze nun x = a+— *), substituire diesen Werth in (c.) und bilde 
die neue Gleichung 

(6.) F(x t ) = 0. 
Die Grüfte x, mius nothwendig positiv und gröfeer als die Einheit, oder 
= 1 sein. Man suche nun durch das Theorem (A.) zwei ganze positive 
Zahlen m und m -f 1, zwischen welchen x' liegt, alsdann setze man x = 

a+— rr+r-j una " bilde, indem man diesen Werth in (o.) substituirt, 



•) Es wird bier Yorsosgesetrt , dafe a and ß posiüye Zahlen sind, wären sie 

negative, so würde man * = /?-f- — 

x, 
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die neue Gleichung 

(<?•) <PGO = 0 (*\, muft wieder > 1 sein). 

Man bestimme wieder durch das Theorem (A. ) die zwei ganzen positi- 
ven Zahlen m { und m, -f- 1 , zwischen welchen x„ liegt, so hat man 

* = a + ,7qpi + ^-qpi + J"> uud io(iem man dasselbe Verfahren fortsetzt, 
so kann mau deu Werth von .r so genau, als mau es wünscht, erhalten. 
Sollte aber [a] mehr als eineu Zeichenwcchsel mehr al« [3] enthalten, so 
würde der Zweifel entstehen, ob dieser Unterschied in der Anzahl der 
Zeichenwechsel auf reelle oder imaginäre Wurzeln deutet. Die Fort- 
setzung der Eutwickeluug entscheidet aber hierüber immer mit Sicherheit. 
Da es hier nicht unsere Absicht ist, diese Auflüsuugsmethode in allen ihren 
Eiuzelnheiten zu verfolgen, so wollen wir nur den besonderen Fall betrach- 
ten, wenn fa] zwei Zeichen Wechsel mehr hat als [j3], da sich ohnehin 
von diesem Falle auf die Übrigen leicht schliefsen liüst. Es entsteht also 
der Zweifel, ob zwischen a und ß zwei reelle Wurzeln enthalten sind, 
oder ob zwei imaginäre augedeutet werden. Sind beide Wurzeln reell, 
so mufs auch die Gleichung (&.) zwei reelle Wurzeln haben. Findet man, 
dafs die Wurzeln dieser Gleichung nicht zwischen denselben Gränzen m 
und m + 1 , solidem zwischen verschiedenen Gränzen m uud m 1 , M 
und M+i liegen, so sind auch die Wurzeln der Gleichung (a.) getrennt, 
uud daher reell ; hat dagegen (A.) kerne Wurzel, die > 1 ist, so folgt dar- 
aus, dafe die zwei Wimein der Gleichung (a.) imaginär sind. Nur in dem 
Falle, weun auch die beiden Wurzeln der Gleichung (b.) zwischen deu 
Griinzeu m und m -f 1 liegen sollten, bliebe die Natur der Wurzeln zwei- 
felhaft. Man bilde alsdann die Gleichung (c). Sind die Wurzeln der Glei- 
chung (a.) reell, so muf» auch (c.) zwei Wurzeln haben, die >1 sind; 
sucht man_daher die Gränzen der Wurzeln der Gleichung (c.) und findet, 
dafs sie >1 und getrennt sind, so folgt daraus, dafs die Wurzeln der 
Gleichung (o.) reell sind, hat (c.) nicht zwei Wurzeln die > 1 sind, so siud 
die Wurzeln der Gleichung (c.) imaginär; sollten aber die Wurzeln der 
Gleichung (r.) zwischen denselben ganzen positiven Zahlen m t und m^l 
enthalten sein, so mufe man wieder eine neue Gleichung (d.) bilden, und 
indem mau so fortfährt, mufs man uothwendig dabin kommen, die Wur- 
zeln zu trennen, oder zu erkennen, dafs sie imaginär sind. 
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Es sei z. B. die Gleichung: 

f(x) = x> + 2x 1 — 3r+2 = 0 
gegeben. Hier hat man: 

f(x) = x 3 + 2x'— 3x + 2, 

£0>= 3x* + 4x-3, 

und [—10] = -f f- — 

[- 1] = + + 

[0] = ++- + 

m = ++++ 

Es liegt also eine Wurzel zwischen —10 und— 1. Zwei Wurzeln werden 
zwischen 0 und 1 angedeutet. Um zu entscheiden, ob sie reell oder imagi- 
när sind, setzo man x = 0-{- — und substituire diesen Werth in/(x), so 

x i 

erhält man die neue Gleichung: 

F(x.) = 2x| — 3x] + 2x, + 1 =0. 



Hier hat man 



™ = 12,-6, 



~52i 

»F(a 



illl^l = 12, 



folglich ist 

[1] = + + + + 

Es liegt also zwischen 1 und oo keine Wurzel der Gleichung F(x,) = 0, 
d. h. die Wurzeln dieser Gleichung sind zwischen — x> und 1 enthalten, 
folglich sind die Wurzeln der Gleichung J (x) = 0 imaginär *). 

85. 

Der Gebrauch der unendlichen Producte zur Auflösung der Glei- 
chungen soll nur an einem ganz einfachen Beispiele gezeigt werden. Es 
soll die Gleichung: 

** — 2 = 0 



*) Vergl. Analyst des Jauat. pag. t2S. 
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aufgelöst werden. Man weife hier auch ohne Hülfe des Theorems (A.) t 

- 2 
da£s ein Werth von x zwischen 1 und 2 liegt, also JF<y. Man setze 

2 x 

nun J- — y . -j , so hat man: 

4a-; — 18 = 0, 
also x,^3 und x>~.^. Man setze x=s l.*.2i f so ist 

16**— 450 = 0, 

>5 * i « . ^220 2 2 6 ar 
also *„< 6 > folglich x<— man setze * = yffy 

Fuhrt man auf diese Weise fort, so findet man: 

2_ 2 6 6 10 10 ro 
i.'T'l "T '"tTIT — "~ v » 

ein Resultat, das man schon lauge auf indirectem Wege gefunden hat«). 

86. 

Will man die Wurzel durch einen Kettenbruch ausdrücken, so 
kann dies wieder auf sehr verschiedene Weise geschehen, je nachdem 
man diesem Kettenbruche eine oder die andere Form giebt. Am vorteil- 
haftesten ist es, die Form des Kettenbruchs so zu bestimmen, dafs alle 
Theilzühler der Einheit gleich, und alle Tbeilnenner positive ganze Zahlen 
sind. Denn diese Kettenhrüche haben, wie schon früher gezeigt wurde 
($. 15.), die Eigenschaft, da& die Näherungswerte , die man aus densel- 
ben erhalt, dem wahren Wcrthe uüher sind, als jeder andere Bruch, des- 
sen Neuner nicht größer als der Nenner des Näherungswerthes ist. Mau 
hat daher schon lange diese Kettenbrüche angewandt, um die Aufgabe zu 
lösen, wie man zu einem Bruche mit sehr grofeem Ziihler und Nenner 
andere kleinere Brüche finden kann, die sich dem Wcrthe desselben so 

viel als möglich nähern"). Ist nemlich ein Bruch ^ gegeben, so kann 



•) Vergl. Euler Inirod. in an, inf. pag. 147. 

, .. **^ J,° viel ,nf,n weu *. war Hugenius der erste, der die Kettenbrüche zur 
Lösung dieser Aufgabe anwandte, in seiner Abhandlung: De automato planetario. 
Die dort beschriebene Maschine wurde im Jahre 1682 ausgeführt (s. die Vorrede zu 
Hu gen. Opusc. potth. Lugd. 1703). Wallis hat dieselbe durch ein viel schwieri- 
gere» \ erfahren gelöst ; sie wurde ihm im Jahre 1663 oder 1664 von einem Edward 
Davenant vorgelegt (Wallisii Algebra cap. 10. Oxon. 1693, anglice ed. ll>S0). 
Wallis inufs damals (16'J3) von Hugenius Arbeit Nichts gewufst halien , denn er 
saet: „quia non video quempiam eandem rem ex professo tractasse." Durch Wallis 
Methode erhalt rnau sowohl die Hauptlmiche als die eingeschalteten Nebenbrüche 
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man denselben leicht in einen Kettenbruch der verlangten Art verwandeln. 
Es »ei a die grütste in -g enthaltene ganze Zahl, so dafs A = oB -\-C und 
C<Ä ist, ferner Ct die gritfste, in dem Quotienten ^ enthaltene ganze 
Zahl, so dafs B = a l C+Z) ist, eben so sei C = ß 2 0-+E u. s. w. , so hat mau 

! = (5.2.), 



o, etc. 



(§. 13. und 15.): so findet er als Näherungswerthe des Bruche« ^ m7i Bruch« 

$8' 53' 7l' ""' diö ßr8Iwr al * der wahfeW « rtl1 »nd die Brüche j, j, 
3 4 5 6 7 8 

10' 13» 16' 19' 22' 25* **"' die kleiner al * deree,be « md - Suchl man die 
rungswerlhe nach Hu gen ins Verfahren, so hat man: 

8376571 = 3 . 2684769 + 322264, ■ 

2684769 = 8 . 322264 + 10b657, 
322264 = 3. 106657 + 2293, 
det Anfang des Kettenbrucbs ist also 

3 + — 1 

3 + ... • 

und die ersten Näherungswerthe 

H 3-0+1 _ 1 8.14-0 _ 8 3.8+1 25 
1' 3.1 "~ 3 ' 8.3+1"" 25' 3.25+3"" 78* 

Als eingeschaltete Nebenbrüche erhält man 

1,1+0 _ 1 2.1+0 _ 2 3.1+0 _ 3 4.1+0 _ 4 5.1+0 _ 5 6.1+0 _ 6 
O+i" — 4' 2.3+1 ""7' 3.3+1 ""10' 4.3+1"" 13' 5.3+1 — 16' 6.3+1-19' 
7.t+0_ 7 1.8+1 _ 9 2.8+l_17 

7.3+1 ""22' 1.25+3 ""28' 2.25+3 — 53* 

Es tnfst sich hiernach vennulhen , dafs schon Davenant Hu gen ins Verfuhren 
angewandt hat, denn Wallis sagt: „sed et Davenantius methodum habuit ipse 
huiusmodi approximationes, non omnes quidetn, sed praecipuas investigandi." 
Bedenkt man neralich, dafs die Theorie der Nebenbriiche erst durch Lagrange 
i Man. de Vac. de Berlin 1767) entwickelt worden ist, so wird es sehr wahrschein- 
lich, dafs Davenant nur die Hauptbrüche auf dieselbe Weise wie Hugenius 
fand, und dnfs gerade diese Wallis praecipuas nennt. .Euler scheint Huge- 
nius Aufsatz gar nicht gekannt zu haben, und von selbst auf dieselbe Methode ge- 
kommen zu sein; er erwähnt überall nur Wallis Auflösung im Gegensatz zu der 



seinigen. So z. B. (Nov. comm. ac. Petr. T. 11.) in dem Aufsätze: De usu nov. algor. 
§.7. sagt er: ,,quod problema olim felicüer aJFallisio totutum equidem quoque jam 
dudum per fr actione* continuas mullo commodius expedivi. Man vergleiche auch den 
Aufsatz: De fractionibus continuis §. 14. in Comm. ac. Petr. T. 9. und Introd. in an. 
inf. §. 382. Keinesweges aber hat Wallis, wie Waring sagt ( Medital. algebr. 
pj ff . 178.), die Hngenius'sche Methode erfunden. 

R 
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und wenn man die Nüherungswerthe dieses Kettenbruchs entwickelt, so 
erhält man Brüche, die dem Werthe ^ naher kommen, als jeder andere 
Bruch mit nicht gröberem Nenner. 

Aufserdem hat man hei Anwendung dieser Kettenbruche zur Be- 
stimmung der Wurzeln den Vortheil, dais jede zwei auf einander folgende 
Näherung» werthe Grunzen sind, innerhalb welcher die Wurzel liegt, da 
diese Näherung» werthe abwechselnd gröfser oder kleiner sind, und man 
daher die Grunzen des Fehlers bestimmen kann, den man begeht, wenn 
man statt des wahren Wert lies einen Näherungswerth nimmt (§. 15.). 
Die Kettenbrüche, deren Zähler der Einheit gleich und deren Nenner ganze 
positive Zahlen sind, haben einen irrationalen Werth, wenn sie ius Unend- 
liche fortlaufen (§. 64. I.). Ist daher die Wurzel einer Gleichung ratio- 
nal, so mufs der ihr entsprechende Kettenbruch nothwendig irgendwo ab- 
brechen und ein endlicher sein, läuft der Kettenbruch ins Unendliche fort, 
so folgt daraus, dafs die Wurzel irrational ist. 

87. 

Man nehme nun zuerst an, dafs die gegebene Gleichung: 
(a.) f{x) = Ax™ + J l3 r- 1 -f- . . . . + A m 
nur reelle Wurzeln enthält. Man suche also vermittelst des Theorems 
(A.) die Grunzen, innerhalb welcher die Wurzeln enthalten sind, die nur 
um eine Einheit verschieden sind, diese Gränzen seien a und a-f-1. 

Es soll nun zuerst der Fall betrachtet werden, wenn zwischen die- 
sen Gränzen nur eine Wurzel liegt ; es ist also a ein Näheningswerth die- 
ser Wurzel. Man setze daher x = a -\- — f wenn a positiv ist, und x = 

1 *' 
a — — , wenn o negativ ist. In jedem Falle ist also x t positiv und grö- 
fser als 1. Substituirt man den Werth a±±- statt x in der gegebenen 
Gleichung, so erhält man eine neue Gleichung ' 

(b.) l^x,) = 0. 
Diese Gleichung kann nur eine reelle positive Wurzel haben, die grö- 
fser als 1 ist, denn hatte sie zwei x, uud x„, so hätte auch x zwischen 

den Gränzen a und o-f-1 zwei reelle Wurzeln a±— , a±— , gegen die 
Voraussetzung. Man bestimme wieder die Gränzen o, und flj-fl, zwischen 
welchen Xi liegt, und setze x 1 = o 1 -f — . Substituirt man diesen Werth in 
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(6.), *o erhält man eine neue Gleichung: 

(a) <p:x 2 ) = 0. 
Diese Gleichung kann ebenfalls wieder nur einen reellen positiven Werth 
haben, der grülser als 1 ist. Man kann wieder seine Gränzen u 2 und a -f- 1 
bestimmen, und indem man so fortfahrt, erhält man den Näherungswert!! : 

x = F(a -f- 1 : Oi -f 1 : c 2 -f- etc.). 
Sind aber zwischen den Gränzen c und ff+ 1 mehr als eine reelle Wurzel, 
allenfalls n reelle Wurzeln enthalten, so haben diese alle den gemeinschaft- 
lichen Näherungswerth a. Setzt man daher 

1 

x = o + — , 

so muls die dadurch entstehende Gleichung: 

(6.) F(*0 = 0, 
n Wurzeln haben, die positiv und grülser als 1 sind. Hätte sie mehr oder 
weniger, so würde auch x mehr oder weniger als n reelle Wurzeln zwi- 
schen den Gränzen a und a + 1 haben, gegen die Voraussetzung. In der 
Regel wird nun jede Wurzel der Gleichung (b.) von den übrigen getrennt 
und zwischen besonderen Gränzen er, und ß, -j- 1 , b t und A A -|- 1 , c, und 
c + 1 u. s. w. enthalten sein. Man verfährt alsdann mit jeder dieser Wur- 
zeln wie man früher mit x verfuhr, indem man durch die Substitutionen : 

i 1 #ii i 1 
*i = °i + — » *i = »1 T — » *i = T — > 

n Gleichungen erhält, deren jede nothwendig nur eine reelle Wurzel, die 

grüfser als 1 ist, haben kann und muls. Hierdurch findet mau, indem 

man die Entwickelung weiter fortsetzt, die n Werthe von x so nahe als 

man will. Sollten aber von den n Wurzeln der Gleichung (b. ) z. B. 

n — m Wurzeln zwischen denselben Gränzen «, und a, -f 1 enthalten sein, 

<L h. hat die Gleichung («.) eine Anzahl n — m von Wurzeln, deren Werthe 

mit den Gliedern o + — anfangen, so substituire man nur wie früher statt 

x, den Werth a v -\ in (A.). Die dadurch entstehende Gleichung 

<*■) <PW == 0 

mufs nothwendig n — m reelle positive Wurzeln haben, die grülser als 1 
sind. In der Regel werden diese Wurzeln getrennt sein, d. h. jede wird 
zwischen zwei besonderen Gränzen o 2 und <?,-(- 1 liegen. Sollte dies aber 
nicht der Fall sein, vielmehr n — r Wurzeln zwischen denselben Gränzen 
ff 2 und «i+l enthalten sein, so dafs die Gleichung (ff.) n — r Wurzelu hat, 

R 2 
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deren Werthe mit a + - j anfangen, so substituire man wieder in (e.) 

statt x 2 den Werth a 2 + — , um eine neue Gleichung 

'(rf.) = o 

zu bilden. Hierdurch mufs man zuletzt auf eine Gleichung kommen, in 
der alle Wurzeln getrennt sind, d. h. jede besonders zwischen zwei gan- 
zen Zahlen liegt, die nur um eine Einheit verschieden sind, da nach der 
ursprünglichen Voraussetzung die gleichen Wurzeln ausgeschlossen sind, 
also die den verschiedenen Wurzeln entsprechenden Kettenbrüohe noth- 
wendig bei irgend einem Theilnenner anfangen müssen, von einander ver- 
schieden zu sein. Sobald aber die Wurzeln getrennt sind, so ist das Ver- 
fahren dasselbe, wie in dem Falle, wenn gleich von Anfang an nur eine 
Wurzel zwischen den Grunzen a und cr + 1 liegt, welcher Fall schon er- 
örtert worden ist 

88. 

Bildet man die Gleichung (6.), indem man unmittelbar in («.) überall 
statt x den Werth a 4- — substituirt, und verfahrt man auf Shnh'che Weise 
bei der Bildung der Gleichungen (c), ( d. ) u. s. w. , so wird die Rechnung 
weitläufig. Man kann aber auf eine bequemere Weise die Coeflicienten 
der Gleichung (£,) aus der Gleichung («.), und eben so die CoefCcienten 
jeder der folgenden Gleichungen (c ), («/.) u. s. w. aus der unmittelbar vor- 
hergehenden finden. Bekanntlich ist 

c*+rr - ^+4HFr+ra&r + • — 

Substituirt man daher in der Gleichung (<?.) 

/(x) = AsT + Jy x m ....+J m = 0 

statt x überall x-j , so hat man 

" +~ix~**xT + i.2.ax'-x: +••••/ 
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Setzt man in dem letzteren Ausdrucke statt x überall «, so ist das Resul- 
tat dasselbe, ab wenu man in der Gleichuug (o.) statt x überall a + — 

X , 

1 lütte, man hat also 



Man erhalt also die Coefficienten der Gleichung (b.), indem man die suc- 
cessiven Differenziale von f(x) nimmt, und dann statt x überall a suhsti- 
tuirt. Eben so erhält man die Coefficienten der Gleichung (c), indem man 
die successiven Differenziale von F(x t ) nimmt und dann statt x, überall 
o, substituirt u. s. w. Man bemerke noch aufserdem, dafe man die Gröfsen 

/(o), B -££ 9 .... /(cO, ^l>, .... nicht erst besonders zu berechnen 

braucht, sondern dafe sie schon wegen der Gra^zenbestimmung berechnet 
sein müssen. Denn indem man z. B. die Grunzen a und a-fl bestimmt, 
so mufs hierzu die Zeichenreihe [oj und also auch der Werth der Gröfsen 



d."^. \ ^ J^f. ^ u. s. w. bestimmt werden. Man wird daher wohl thun. 

da* ö a m 1 7 

bei Bestimmung der Zeichenreihen unter jedes Zeichen den Zahlenwerth 
der entsprechenden Function zu setzen, wie dies auch im Folgenden ge- 
schehen soll. 

89. 

Um das Vorhergehende durch ein Beispiel zu erläutern, soll die 
Gleichung 

(a.) f{x) = jr 3 — 7x + 7 = 0 •) 
aufgelöst werden. Hier hat man 

J xj = x 1 — <x-\-<, 6x — J, -r~ — bx, ■^-■6, 

[-10] = "it 60 293 923 



•) Lagrauge JiA. de» ityial. ntim. chap. 4. 
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rn - ++ - + 

llJ ~ 6 0 4 1 

r 101 __+++ + 
11UJ ~ 6 60 293 937 

Es ist also eine Wurzel zwischen — 10 und — 1 enthalten , zwei liegen 

zwischen 1 uud 10. Man ziehe nun die Grunzen enger zusammen, so 

findet man 

[ ~~ 4J = £ 2441 29 

r-3i - +- + + 

1 J 6 18 20 1 
eine Wurzel liegt also zwischen — 3 und — 4. 
Ferner findet man 

m _ ++ + + 

w 6 12 5 1 



also hegen zwei Wurzeln zwischen 1 und 2. 

Um die Wurzel, die zwischen —3 und —4 liegt, weiter zu ent- 
wickeln, setze man x = — 3— J-, so erhält man die Gleichung 

(_x 1 ) J + 20(-x 1 ) J -^.-x 1 -|- (J ^ = 0, 

oder 

(b) x]— 20x* — 9x,— 1 = 0. 
Da x,>l sein mufs (§.87.), so braucht man nur die Zahleii, die 
grüfeer als 1 sind, zur Granzenbestimmung anzuwenden. Man hat 

F(Xy) = x\ — 20xt-9x, — 1, 

. . fi<r Aft 



also 



d*F(* t ) 

1 l] = 6 34 46 29 

[10] = g + JQ g 

[20] = 6 + ltS1 

l«'J — 6 H014918729 
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Es liegt also eine Wurzel der Gleicliuog (4.) zwischen 2« und 30. Nun 
hat man: 

P l l = 6 «6 374 231 
also liegt diese Wurzel zwischen 20 und 121. 

Setzt man x, — '20 -\ — , so erhält man die neue Gleichung: 
-l t Slx:+391x; + y.x J + ^ = 0, 

oder 

181 x; + 391a-;— 40 x,— 1 = 0, 
woraus man wieder den Werth von x 2 bestimmen kann u. s. w. 

Um auch die Wurzeln, die zwischen 1 und 2 Hegen, weiter 
wickeln, setze man: 



so erhalt 



a .;_ 4a: » + 3x l + l = 0, 
^> = 3x:-8x,+3, 

a» f(x) __ _ u 

"TO — 6> 

rn - + — + 

LiJ — (i 2 ^ 1 

Pl-ttTT 
m _ + + + + 

l J J — 6 10 (i 1 

es liegt also eine Wurzel zwischen 1 und 2, eine aud«W zwischeu 2 und 
3, d.h. ein Werth von x fangt mit 1+y, der andere mit 1 + y an. 
Die Wurzeln sind nun getrennt, und man kann jede besonders weiter ent- 
wickeln, je nachdem 3j = 1 + — oder x, = 2 + — setzt. 

90. 

Im vorhergehenden Beispiel wurde stillschweigend angenommen, 
dal's die zwei zwischen den Griinzen 1 und 2 angedeuteten Wurzeln reell 
sind, es hatte aber auch sein können, dafe der Verlust der zwei Zeichen- 
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weolisel auf zwei imaginäre Wurzeln gedeutet hätte, da das Theorem (X) 
im Allgemeinen über die Natur der Wurzeln nicht entscheidet. Es bleibt 
daher noch die Frage übrig, wie man in jedem Falle über die Natur der 
Wurzeln Gewifsheit erlangen kann. Man nehme an, es seien zwischen den 
Grünzen a und a+i, n Wurzelu der Gleichung: 

(a.) /(*)«= 0 

angedeutet, so kann über die Natur der Wurzeln nur dann Zweifel ent- 
stehen, wenn - ! ist. Wir wollen zuerst den einfachsten Fall betrach- 
ten, wenn Abs 2 ist. Man verfahre eben so, als ob man die Gewifsheit 

hätte, dafs die Wurzeln reell sind und setze daher x = a± — , wodurch 

x i 

man einu neue Gleichung: 

(A.) F(*0 = 0 

erhält. Sind die Wurzeln wirklich reell, so mufs die Gleichung (4.) zwei 
Wurzeln haben, die grüfser als die Einheit sind. Man bestimme daher die 
Grunzen dieser Wurzeln durch das Theorem (4.). Findet man wirklich 
zwei solche Wurzeln, die von einander getrennt sind, so weifs man, 
dafs die Wurzeln der Gleichung (o.) reell sind, hat aber (b.) nicht zwei 
Wurzeln, diu grüfser als 1 sind, so folgt daraus von selbst, dafs die Wur- 
zeln der Gleichung (<?•) imaginär sind. Es kann nur dann ein Zweifel 
über die Natur der Wurzeln bleiben, wenn die Wurzeln der Gleichung 
(&.) wieder zwischen denselben ganzen Zahlen c, und a, + l liegen; als- 
danu setze man: jr, 5=0! + — , wodurch man eine neue Gleichung : 

(c.) <p(x 3 ) = 0 

erhält. Man suche alsdann wieder, ob die Gleichung (c.) zwei reelle posi- 
tive Wurzeln hat, die grüfser als 1 sind. Findet man wirklich zwei solche, 
die getrennt sind, so folgt hieraus wieder, dafs die Wurzeln der Gleichung 
(o.) reell sind ; findet man dafs die Gleichung (c.) keine zwei solche Wur- 
zeln hat, so Biud die Wurzeln der Gleichung (o.) sicher imaginär. Es kann 
aber auch wieder der Fall eintreten, dafs zwei Wurzeln der Gleichung 
(c.) zwischen denselben Gränzen o 3 und a 2 -}- 1 angedeutet werden, so dafs 
n^l ist. In diesem Falle setze x 2 = c 2 + ^-, wodurch man eine neue 
Gleichung : 

(d.) x(x,) = 0 

erhält, die man wieder wie die früheren behandelt. Auf diese Weise 
kommt man zuletzt an irgend eine Gleichung deren Wurzeln getrennt 
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sind oder die bestimmt keine zwei Wurzeln hat, die gröfser als 1 sind; 
sobald man an eine solche Gleichung gekommen ist, ist auch die Frage 
Über die Natur der Wurzeln gelost. Dafs man aber nothwendig an eine 
solche Gleichung kommen mufs, ist einleuchtend. Denn in keinem Falle 
können die Gleichungen (c), (A), («.), (rf.) u.s.w. ins Unendliche fort, 
«o beschaffen sein, dafs immer die zwei Wurzeln derselben, zwischen den- 
selben zwei ganzen positiven Zahlen, die nur um eine Einheit verschieden 
sind, liegen, weil sonst diese Wurzeln irrational und gleich wären; gleiche 
Wurzeln können aber, nach der Voraussetzung, nicht vorhanden sein. 
Es müssen also in jedem Falle die Wurzeln einer der abgeleiteten Glei- 
chungen so beschaffen sein, dafs sie nicht zwischen denselben Gränzen n 
und n -f 1 liegen, sondern dafs sie entweder zwischen verschiedenen Grän- 
zen et und »+t, ß und 3 + 1 Hegen (wo et, ß ganze positive Zahlen 
sind), oder, dafs nicht beide Wurzeln gröfcer als 1 sind. In der Regel 
wird die Ableitung einiger Gleichungen hinreichen, um über die Natur der 
Wurzeln zu entscheiden. Zuweilen wird man viele Gleichungen ableiten 
müssen, namentlich wenn die ersten Theilnenner in den Werthen der 
zwei reellen Wurzeln auf eine grofse Weite hin einander gleich sind, im- 
mer aber führt das angegebene Verfahren sicher zum Zweck. 

91. 

Es sei z. B. die Gleichung 

^ — Sx 4 — 24x J + 95jr— 46*— 101 =? 0 *) 

ge&eben. Bier ist 

/ » s= 3x 4 — 24<r 1 + 95ar — 46*-10i, 

= 5x 4 —12x 3 — 72*' + 190* — 46, 
= 20* 3 -36*'-144x+190, 
= <X)^-72x— 144, 
liÜL> =12()o—72. 

der* 

!2ö = 120. 

Bestimmt man die Gränzen der Wurzeln vermittelst des Theorems 
(J.), so findet man, dafs eine Wurzel zwischen —10 und —1, eine zwi- 



*) Analyse des e'quat. paß. Hb 



s 
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— 1 und 0 und eine zwischen 3 und 10 liegt. Zwei Wurzeln wer- 
den zwischen 2 und 3 angedeutet ; mau bat nemlich : 

mm + + + - 

M 120 168 48 82 30 21 
| j j 

f'*J = 120 2.S8 180 26 43 32 

Um zu entscheiden, ob diese zwei Wurzeln reell oder imaginär sind, setze man : 

x= 2 +i, 

so Gndet man; 

_21x* + 30x«-^x*- — x*+^-x 4- J*L _ 0 
/1X »T 2 ' 2.3 • ^ 2.3.4 ' ^ 2.3.4.5 » 

2ix;-30x;+4ix;+ 8*; — 7x,— 1=0, 

also hat man: 

*'(*,) = 21X 5 ,— 30x* + 41x^4- Hx] — 7x,— 1, 
= 103x^ — 120x] + 123x; 4- lfix, — 7, . 

= 420x^ — 360x? + 246x, + 16, 
d'jffi = 1260x; — 720 x, -f- 246, 
f!-£k£ = 2520x, 4-720, 

= 2520, 

Ol, 

UDd [«]=+ + + + + + 

Die Gleichung f '(x,) = 0 hat also keine Wurzel, die grüfsor als 1 ist, folg- 
lich müssen die zwei Wurzeln der Gleichung j (x) = 0 imaginär sein. 

92. 

Die Betrachtung des allgemeinen Falls, wenn zwischen den Grän- 
zen a und c + 1 , n Wurzeln angedeutet werden , bat nun weiter keine 
Schwierigkeit. Man bilde die Gleichung: 

(6) FMmQ, 

indem man statt x den Werth a±— substituirt. Im Allgemeinen wird 

CT, 

man nun finden, dafs (lt.) n — 2r (wo r auch gleich Null sein kann) Wur- 
zeln zwischen den Grunzen 1 uud oo haben kann, also hat (o ) 2r ima- 
ginäre Wurzeln. Von deu n — 2r Wurzelu werden n — 2r — t getreunt 
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seiu (wo / auch =0 sein kann), t werden zwischen denselben Grenzen 
ff, uud ff, -f- 1 enthalten sein. Um über die Natur dieser t Wurzeln O- 

wifoheit zu erhalten, setze man x l = a 1 + — und bilde die Gleichung: 

(c.) F(x a ) = 0. 

Hat (c.) t Wurzeln, die zwischen 1 und sc liegen, und getrennt sind, so 
sind die fraglichen t Wurzeln reell, hat (c.) keine solche Wurzel , so sind 
die / Wurzeln imaginär. Sollten aber einige der Wurzeln der Gleichung 
(c.) wieder nicht getrennt sein, so bilde man eine neue Gleichung: 

(</.) = 0, 

uud indem man so fortfährt, kommt man notbwendig zuletzt dahin, die 
Natur aller W'urzeln mit Sicherheit zu erfahren. Es sei z. B. die Gleichung : 

x >+ x * + x 3 — 2x , + 2x — 1 = 0*) 

gegeben. Man hat also: 

/(x) = x s + x* + x 1 — 2x J + 2x — 1, 

= 5x 4 + 4x , 4-3x , ~ 4x +2, 



rar' 



20x> + 12x' + Gx —4, 
60x' + 24x+6, 



[— >] = 12 o 96 42 18 10 6 

1 J 120 24 6 4 2 1 

m _ + + + + + + 
lIJ — 12014490 34 10 2 

Hier werden zwei Wurzeln zwischen —1 und 0, uud drei zwisclien 0 und 

1 angedeutet. Um zuerst die Natur der zwischen — 1 und 0 enthaltenen 

Wurzeln zu untersuchen, setze man: 

1 

* = 0--, 



*) Analyst des Jquat. pap. 145. 

S 2 
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so erhält mau: 

- (-*,)> + 2 (- x,)' - 1 (-*,?+ ± (-x,)'+ x.) + JjL = 0, 



oder 
also 



*» + 2*f + 2*>+*>-*,+l m 0, 

- **+ 2x^ + 2xi+ + 1, 

i|^= 5**+ 8*>+ 6*? + 2* t -l, 

ÜSfiJ = 20*>+24**+i2*,+2, 

C X j 

*Äp2 = 60x',+4Sx, + 12, 

d* F(r,) . 

fipfcJ =120. 



Hier ist 

[1] =++++++ 
folglich sind die zwei zwischen — 1 und 0 liegenden Wurzeln iinagiuür. 

Von den drei Wurzeln, die zwischen 0 und 1 liegen, ist in jedem 
Falle eine reell. Um die Natur der beiden anderen zu erfahren, setze 

x = 0 + J-, so erhält man die Gleichung 

x\ — 2x>+2^— x; — 1 = 0, 

F(#J = x\- 2x:+ 2x?- x^-x.-l, 
^ = 5x^8x1+ 6*>-2*,-l, 

= 20x:-24x^+12x,- 2, 

GOx;-48x,+12, 

^ «120^-48, 



und man findet 



rti = + + + + o- 

llJ ~ 120 72 24 6 0 2 
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Die Zeichenreihe [1] ist unvollständig, und kann also nicht unmittelbar 
mit einer anderen Zeiohenreibe verglichen werden, man mußt daher die 
Zeichenreihe [1 + 3. lj suchen (§. 82.). Es ist 

[1 + 3.1] = + + + + + -- 

ferner 

[<"]= ++++++ 
Es liegt also zwischen 1 und oo nur eine Wurzel der Gleichung (£.), folg- 
lich müssen zwei der drei Wurzeln, die zwischen 0 und 1 liegen, imagi- 
när sein, d. h. die Gleichung (<?.) hat nur eine reelle Wurzel, und diese 
liegt zwischen 0 und 1. 

93. 

L a g r a ng e hat ein Mittel augegeben, die Theilnenner a n , a„ +1 u. s. w. 
von einer gewissen Grenze an zu finden, ohne da£s man die Wurzeln der 



<p (x,,) ss 0, x (*„+i) = 0 u. 8. W. 
zu suchen braucht. Ein solches Mittel war bei seiner Methode um so 
nothwendiger, weil das Aufsuchen der Wurzeln gerade der schwierigste 
Theil derselben ist. Bei unserer Methode ist das Bedarf nifs desselben 
freilich weniger fühlbar, aber es kann doch mit grofsem Nutzen angewandt 
werden, weil man durch dasselbe, je weiter man in der Rechnung fort- 
geht, auch desto mehr Theilnenner durch eine einzige Operation erhalt, 
ohne die Wurzeln der diesen Theilnennern entsprechenden Gleichungen 



» 



Diese Verbesserung Lag ränge' s besteht, genau betrachtet, in nichts 
Anderem, als in der Verbindung der Neu ton sehen Anunherungsmethode 
mit dem Gebrauche der Kettenbrüche, und leidet an derselben Unvoll- 
kommenheit, wie diese. Bekanntlich besteht das Wesentliche der Neu tau- 
schen Methode in Folgendem. Kennt man schon einen Nühemngswerth p 
der Wurzel einer Gleichung f(x) — 0, so setzt man a? = /> + w, wodurch 
man nach dem Taylorschen Lehrsatze die Gleichung . 

erhält, und wenn man die Glieder, in welchen höhere Potenzen vou (o 
vorkommen, vernachlässigt, so hat man 

den neuen Näherungswerth 
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P Bf{p) 

erhält. Auf ahnliche Weise kann man verfahren, wenn man tnitHülfe 
der Kettenbrüche schon einen Nüherungswerth gefunden hat, um einen 
oder mehrere der folgenden zu finden. Man nehme an, es sei die Glei- 
chung /(ar) = ^jr"+^ 1 x"~ 1 + .... + y/ m =0 gegeben, und man habe 
den Näherungswerth 

x = F(a + l:ff 1 + l; Ö2 + ....+ i :aB )_i^ 
gefunden, der wahre Werth sei 

x = F(a + l:a H-l:o 2 +.... + l:c„ + l: 2), 
so sind die Grüßen 



zwei aufeinander folgende Näherungswerthe von x, und der wahre Werth ist 



Räch der Neutonschen Methode findet man aber, wenn man x sa -f u 
setzt, den Näherungswerth 9 

Sub8tituirt man nun diesen Werth statt x in (1.), so hat man 

Dieser Werth von a kann noch auf andere Weise ausgedrückt werdeu. 
Substituirt man nemlich in der Gleichung /(x) = 0, statt x den Werth 

^1~\J ) so erhält man, nach gehöriger Reduction, eine neue Gleichung 

dereu Coefficienten mit denen der Gleichung x(x,+i)=0 uothwendig 
identisch sind. Man findet aher 

3. B = jtpr + A x . P "-> . 9 + . . + ....+ A m .f. 
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4. B i ~m.A.p— l .p* +(m— 1)^, ./,-'. ( m _2) J 2 . P ~->. 9 \ P »+....h 

Hieraus folgt 

mBf—B t . 9 = (pf—p°9)[mJp m - l ^(m--l)J t .p"'\ 7 +(m-2)J 2 .j*"*V+....] s 
es ist aber 



= "^p—'-H"»-t)^,.p'--'.7+ .... v „ 



folglich 



1 / „ B l \ 
= PV '-p" q \ m 9 --ß ?) ?> 

5. « = (m _l)£_£. 



Dies ist die Lagrangesche (Legen dresche) Formel. Verwandelt man 
den Werth von s in einen Ketten bruch , so findet man hierdurch einen 
oder mehrere der auf a m folgenden Theilnenner. 

Das Neutonsche und das darauf gegründete Lagrangesche Ver- 
fahren haben die Un Vollkommenheit, dafs man Glieder vernachlässigt, 
deren Werth und Einüufe auf das Resultat man nicht kennt, und dieser 
Umstand ist bekanntlich gerade dieUrsache, weswegen Lagrange die Neu- 
tonsche Metbode als unbrauchbar verworfen hat *). Freilich hat Lag ränge 
Mittel angegeben, wodurch man eine Grenze der vernachlässigsten Gröfse 
bestimmen kann. Immer aber bleibt man darüber in Ungewifsheit, wie 
viel Theilnenner des Kettenbruchs, der den Werth von z angiebt, auch 
dem wahren Werth angehören. Das Lagrang esche Verfahren ist aber, 
eben so wie das Neutonsche, einer weiteren Ausbildung fähig. Hier- 
zu braucht man nur zwei Grenzen zu finden, zwischen welchen jedes- 
mal z eingeschlossen ist; entwickelt man die Werthe dieser Grenzen in 
Kettenbrüche, so gehören die ersten Theilnenner, die beiden gemeinchaft- 
lich »in«!, nothwendig dem wahren Werthe von z an. Zur Auffindung 
dieser Grenzen führen folgende Betrachtungen. 

94. 

Die Untersuchungen über die Realität der Wurzeln der Gleichung 
f(x) = 0 müssen uns, nach den früheren Erörterungen, wenn wirklich 
reelle Wurzeln vorhanden sind, jedesmal zu einer Gleichung <p(x„) = 0 

*) R&ol. des cquat. num. Note V. 
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führen, die so beschaffen ist, daß» innerhalb der Grenzen a„ und ß.+ l 
nur Eine reelle Wurzel derselben liegt, wenn die Wurzeln nicht schon 
in der Gleichung f(x) = 0 selbst getrennt sind. Entwickelt man dann 

die neue Gleichung xfa+d = 0, indem man *.==«„ + setzt, so mub 

diese letztere Gleichung eine und nur eine reelle Wurzel haben, die > l 
ist; ist diese Wurzel zwischen den Grenzen a n+l und «„+,+ 1 enthalten, 
go mius die Zeichenreihe K +1 + l] nur positive Zeichen enthalten, weil 
zwischen «„+1+1 und <x> keine Wurzel liegt: dagegen mufc in der Zei- 
chenreihe [a n +>] ein und nur ein Zeichen Wechsel vorkommen. Eben so 
wird die folgende Gleichung 4> (*„+,) = 0, die durch die Substitution = 

ült¥l -\- — entsteht, eine und nur eine reelle Wurzel haben, die >1 ist, 
und wenn diese zwischen den Grenzen tf B+ , und fl„ +I +l eingeschlossen 
ist, so mufe wieder [«■+,+ 1] nur positive Zeichen, [o^J einen Zeichen- 
wechsel enthalten, u, s. w. fort. Man wird aber nothwendig an 
eine Gleichung F(x„ +r ) = 0 

kommen, deren einzige reelle Wurzel zwischen den Grenzen a H+ , und 
c r+r +t eingeschlossen ist, und die so beschaffen ist, dafs die Zei- 
chenreihen nur in Hinsicht auf das letzte Zeichen verschie- 
den sind, so dafs man 

|°n+r] m ' ' ' * + H 

= .... + + + 

hat. Die Gleichung %{x B+r )=0 ist nemlich, wie gesagt, so beschaffen, 
dals sich in der Zeichenreine [a n+l ] nur ein negatives Zeichen befindet, 
dem ein positives Zeichen folgt oder vorausgeht; entspricht nun dieses nega- 
tive Zeichen z.B. der Function *> folgt hieraus, dafs die aus 
den dieser Function vorhergehenden Functionen gebildeten Gleichungen 

° «+. "+» 

und -\- 1 keine Wurzel haben, weil beide 



Zeichenreihen, wenn mau sie nur bis zu diesen Functionen entwickelt, 
nur positive Zeichen enthalten. Dagegen werden die Gleichungen 

tiä&ä-i q^±'> = o....^±ii=o, 

dx'. Cr'.-* fJf«ti 
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eben so wie %(x Ä+ ,) = 0 zwischen den Grenzen o m +i und ~f~ 1 eine 
Wurzel haben. Es könnte nun sein, dafs die Gleichung jß{a? II+ ,) = 0 mit 
einer oder mehreren der übrigen Gleichungen eine gemeinschaftliche Wur- 
zel hatte, so dals z.B. £(a) = 0, c ^ = 0 und a ^ fl " + ' • t wäre; wir" 

abstrahircu aber von diesem Falle, weil eine solche Wurzel bekanntlich 
leicht entdeckt werden kann, indem mau den gemeinschaftlichen Factor 

von und sucht. Setzen wir daher voraus, dafs der Werth 

der Wurzel der Gleichung % (x„ +1 ) m 0 von den Wertben der Wur- 
zeln der übrigen Gleichungen verschieden ist, so ist klar, dafs man 
diesen Werth zwischen Grenzen a, ß einschließen kann, zwischen wel- 
chen keine der Wurzeln der übrigen Gleichungen liegt. Substituirt man 
daher statt a, $+l und -j~ 1 die engeren Grenzen a und ß, so müssen 
diese so beschaffen sein, dals die Zeiohenreihen [a] und fßj nur in Hin- 
sicht auf das letzte Zeichen verschieden sind. Die Entwickelung der 
Wurzeln durch Kettenbrüche besteht aber gerade darin, dafs man statt 
der gefundenen Grenzen a„ +l und a„ +l -f- 1 nicht unmittelbar engere Gren- 
zen a, ß setzt, sondern allmuhlig die Substitutionen x H+l = a„+ t -{ , 

x m+i — a n+7 -\- ^— u. s. w. macht. Ist man nun in der Entwickelung so 
weit gekommen, dafs man 

ß = 7 '( ö »+l + H* «*H + + 1 °»+r + 0 

hat, so muXs die Gleichung F(x„+ r ) — 0, deren reelle Wurzeln zwischen 
den Grenzen c„ +r und c^ + 1 liegen, so beschaffen sein, dals die Zeichen- 
reihen [o n+r ] und [ff B+ r+l] nur iu Hinsicht auf das letzte Zeichen ver- 
schieden sind, so dafs dieses in [n n+ ,] negativ, in + 1] positiv ist, 
d. h., dafs die Gleichungen 

zwischen den Grenzen a„ +r und « n+P +l keine Wurxel haben. Denn 
hätte z. B. die Gleichung 

ggfay = q 

1 — — v/ 

zwischen diesen Grenzen eine Wurzel, so müfste auch die Gleichung, die 
dieser vorausgeht, 

T 
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zwischen den Grenzen a.^ + und -\ L— eine Wurzel ha- 

ben, da ja x,+ r . x = a„ +r _, -f - — gesetzt worden ist. Aug demselben 
müfste die Wurzel der Gleichung — fjf^^ = 0 zwischen 
... +- 1 und a H +^ + - i liegen, und würde man 

Schlufsfolge fortsetzen, so fände man zuletzt, dafe die Wurzel der 



Gleichung ^^ = 0 zwischen 

. *'( fl «+i + 1 : ö »+j + ••••+ 1 « °.+r) = « und 

**(<Vh + 1 ■> + + 1 : *.+r) = ß 

enthalten wäre, gegen die Voraussetzung. 

Sobald man aber an eine solche Gleichung F(x*+ r ) = 0 gekommen 
ist, bei der die Zeicheurcihen nur in Absicht auf das letzte Zeicheu ver- 
schieden sind, kann man die Rechnung ohne Aufsuchung der Wurzeln 
fortsetzen. 

95. 

Substitut man nemlich statt x„ 41 die Werthe 

1. ^(«*H + 1 : a -¥i + +■ 1 : fl »+r), 

2. F(a^ t + 1 : a n+a + ....+ 1 1), 
zwischen welchen der wahre Werth von x^ liegt, so werden, nach dem 
Vorhergehenden, die diesen Werthen entsprechenden Zeichenreihen nur in 
Hinsicht auf das letzte Zeichen verschieden sein, weil die Gleichungen 

*|&±i> = 0, 6 -^±A = o u. s. w. 

zwischen diesen Grenzen keine Wurzein haben können, da die Glekhungeu 

keine Wurzeln zwischen den Grenzen n r+r und a K+ , -f- 1 haben. Man be- 
zeichne denjenigen der Werthe (1.) und (2.), der gröber als x^i ist, durch 
denjenigen, der kleiner ist, durch -j- (und zwar wird der Werth (I.) 
grüfser oder kleiner als x n+ , sein, je nachdem die Anzahl der Theilucnner 
gerade oder ungerade ist). Ferner setze man 
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und es sei der wahre Werth von r„ +l 

= + 1 1 + • • • • + 1 : °»+r+ 1 : s), 

x*+t = *(On+i + 1 •* + .... + 1 : (o„ +r + 1) — 1 : *,). 
Nimmt man nun au, dafs der Werth (1.) kleiner als *■„+,, also = ist, 
so hat mau 

und ferner 



4 ^ - iizw: 



Man kann aber, vermöge eines bekannten Theorems, den Werth 
von x n +, noch auf andere Weise andeuten. Hut man nemlich eine Func- 
tion x{x-\-y) f so kann diese auf folgende Weise entwickelt werden: 

Z (x+ r ) = X (x)+ r . f 



du 



wo ü eine Gröfse bedeutet, die zwiRchen x und x-\-y Hegt, die al>er in 

jeder Gleichung einen anderen Werth hat. Setzt man daher x B+l = -|- w, 
so hat mau 

x(* n+ 0 = *(-2- + ») = O, 

oder 

/ M »feg = () 
\ </ / ' C> N 

wo u eine zwischen und — 4- w und daher auch zwischen — und 

7 ? 7 7 

liegende Zahl bedeutet, also 

»jf) 



Zu 



8 *(f) «»#) 

Da aber sowohl — --*-r~ als auch j*rr positive (jröfsen sind, so nuif» 

*Tf5 »<# 

auch -4 " eine solche sein , da ja nach der Voraussetzung zwischen 

t'u ' ' 7 

*) fjagrangr Truili des fonet. anal. art. 53. 

T 2 
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und K keine Wurzel der Gleichung S * a { *^ = 0 liegt, und zwar imifs 



m& grülser ab —f 2 ^ «» d kleiner als — sein, weil zwi . 



—^1 „ud kleioer als — ^ 

a (f) _ 

neben den Grenzen £- und v immer wachsen muk iudem Dach der Vor- 

9 2 

ausaetzung - ggf^ *' innerhalb dieser Grenzen immer positiv ist; x{^) da- 
gegen ist nach der Voraussetzung negativ. Setzt man daher 

so ist dieser Werth kleiner als der wahre Werlh von w, und man hat daher 



Setzt man av^ cbs ^ — w, so findet man 

_l l _l 

wo w wieder eine zwischen H — w, und V oder eine zwischen J- und 

9 9 9 9 

*(&) 

hegende Zahl bedeutet, und es ist w, = ; Zahler und Nenner dieses 
Bruches sind positive Grüben. Setzt man daher 

so ist dieser Werth kleiuer als der wahre Werth von M», und daher 
Aus den Formeln (3.) und (5.) folgt 
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'l 1 



uud hieraus findet man, da x ( ) negativ ist, 



7. =<-£- + 



9 

7" i P "l — P1~ 



Mm 



5 • 1 

Aus den Formeln (4.) und (6.) folgt 



4? 

also 



o - ^ 9* _i PV — P* 9° 



da aber a 4- 1 - = fl+- ist. so bat man s = - — - 4 . uud dalier 



1 



7° , pV- pV a *^) 

* < 

Die Gleichungen (7.) und (9.) geben also zwei Grenzen, zwischen welchen 
z jedesmal eingeschlossen ist, und wenn man die beiden Werthe in Ketten- 
brüche (deren Theilziihler sümmtlich = 1 sind) verwandelt, so gehören 
die ersten Theilnenner, die beideu gemeinschaftlich sind, uothw endig dem 
wahren Werthe von z an. Hierdurch findet man zwei neue Nüherungs- 
werthe, zwischen welchen x n enthalten ist, und mit welchen man wie 

mit den früheren ~, ^- verfahren kann, um wieder audere Näherungs- 
werthe zu finden. 

Es wurde bisher angenommen, dafs 

ist, ist aber dieser Näherungswerth gröfecr, ab x B+ ,, also — , so mufs 
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man statt der Formeln (7.) und (9.) zwei andere Formeln nehmen , denn 
man hat alsdann 

Verbindet mau Formel (10.) uod (5.) und Formel (II.) mit («.), so 
findet man 



also 



oder 



5 ' »$Mf)' 



13. c> — 



und 



« 7 *{£\J7\ 



9t>. 



Es ist aber uicht iiblbi», zur Bestimmung des Werthes von z «He 
Gröben x{!\)y xl-A besonder» zu berechnen, vic 



sich die \ orliergehenden Formeln »o umformen, dafs alle in denselben 
vorkommenden Größten schon berechnet sind. Betrachten wir zuerst die 
Formeln (7.), (8.), (9.), »o sieht man sogleich, dafs der zweit.« Theil der 
Gleichung (8.) mit dem zweiten Theile der Gleichung (2.) in §.93. iiber- 
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einstimmt, wem» man dort p l 9 9 1 bezüglich statt p, ?, und — p% —f 
statt p n , f setzt, und man hat daher 



wo J3, B t die Coeffidenten sind, die bezüglich den Potenzen z? t z?- 1 an- 
gehören, in der Gleichung, die man nach gehuriger Reduclion erhält, wenn 

man in x(x m+r ) = 0 statt den Werth jlf 1 ^, oder wenn man in 

der Gleichung F (*•„+,.) = 0 statt x H + r den Werth a a+r + 1 -f 3^ substituirt. 

Diese Gleichung ist 

^ + D*r-^^-T- , + .... = 0 (fi.88.), 

folglich n —r<n 7? — aF( aH . r 4-l) 

und 

16. ..<— - t + a(aiNfr) + i jF(Bw+r+ i)' 
Die Formel (9.) geht also in folgende über: 

I7 ,^ j g£w ) - ( "- , >' , - F( °-+- + ' ) 

Da nach der Voraussetzung Jj- kleiner als x n+li und daher |r grüfser als 

ist, so hat man 

p» 9 — pf = + l (§.16.), 

Hiernach folgt aus (15.) 

Ferner bt ao.Formel<3.) de, f. 93. ereiehtlich, <lafe X (Z)<=. = y( *ff + ' ? 

ist, und nennt man C den numerischen Werth des Coeflicionten der Po- 
tenz in der Gleichung, die aus F(a\ +r ) = 0 entspringt, wenn man 

+ 7 8tatt *M-r substituirt, so hat man X (^) = —^: = ^~y da 
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X (-£■) negativ ist. Substituirt man, mit Berücksichtigung dieser Bemerkun- 
gen, den Werth (18.) in der Formel (7.), so findet man: 

a< ; — - — • 

Die Formel (14.) stimmt mit der Formel (2.) des f. 93. zusammen, wenn 
mau dort überall p l t f l statt p, ? setzt. Man hat daher 

wo C = = ^j*> ist, also 

(»-i)^F(-^)-.ÄZ&ri f r 
20. S < — —ilS-d 



Da, wenn diese Formel Statt hat, F(«, +l + 1 : a n+r ) großer wie 

ar n+ , und = ^- ist, so mufs kleiner wie x„ +i sein, und daher 

und da = 7> ,"[" 7) j ist, so hat man 

5 5 +5 

Daher verwandelt Bich Formel (12.) in folgende: 
und aus Formel (13.) wird 

Fafst man das Vorhergehende zusammen, so findet man folgende practische 
Regel. Ist eine Gleichung /(x) = 0 gegeben, die eine reelle, zwischen a 
und a + 1 liegende Wurzel hat, so leitet man aus dieser Gleichung, nach 
früher gegebenen Regeln, andere Gleichungen ab zur Bestimmung der 
Theilnenner «, u. s. w., bis man an eine Gleichung = 0 kommt, 
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deren einzige reelle Wurzel zwischen den ganzen Zahlen und r:^,-{-i 
liegt. Diese Gleichung betrachte man alsdann als die ursprünglich gege- 
bene, und leite aus ihr andere ab, bis man au eine Gleichung F(*? >)r ) = o 
kommt, deren einzige reelle Wurzel zwischen a„ +r uud ff n+ ,-fl liegt, 
und die so beschaffen ist, dafe [a n + r ] und [o n+r +l] nur iu Hinsicht auf 
das letzte Zeichen verschieden sind. Man berechne alsdann die Grüße 

und die GröTse 

welche = y oder = y l ist. Je nachdem r eine ungerade oder gerade Zahl 
ist, und je nachdem das Eino oder das Andere der Fall ist, hat man / s= 

+ ? oder q = f-\-q l i die Grüfsen F(a,, +r ) und d ^ a "+^ müssen ohne- 

hin zur Bestimmung der Zeichenreihe, oder zur Bestimmung der auf 
l'Xx^r) == 0 folgenden Gleichung berechnet sein. Berechnet man alsdann 
noch, je nachdem l'X a n+-<> <*«+,•) — f 1 oder = q ist, entweder blos ^'(o B+r +1), 

oder die beiden Grü&cn F( ff(l+r +l) und 80 hat ,nan a " e 

Stücke, die zur Bestimmung der Grenzen von z dienen. Hat man, ver- 
müge dieser Grenzen, die neuen Theilnenner n M . r+ i,o B+r+3 ....o, +H . ( ge- 
funden, so bildet man die Gleichung <p (a^.^,) = 0, und verfährt mit die- 
ser wie mit der Gleichung F(c„ +r )s=(), um neue Theilnenner zu finden. 

Es kann zuweilen sein , dats man an eine Gleichung F(x^. r ) = 0 
gekommen ist, und dennoch aus den gezogenen Grenzen für die erfor- 
derliche genauere Bestimmung des Werthes von z kein Resultat gewinnt, 
indem diese Grenzen so weit auseinander liegen, dafs sie gar keinen ge- 
meinschaftlichen Theilnenner haben. In diesem Falle sucht man mit 
Hülfe des Theorems (.-/.) einen oder einige der auf a„ +r folgenden Theil- 
nenner, und so kommt man bald an eine Gleichung, von welcher an die 
Grenzen von z immer mehr Theilnenner mit Sicherheit angeben, da diese 
Grenzen immer näher zusammenrücken "). 

97. 

Es sei z.B. die Gleichung f(x) = x 3 — x 7 — 2x+ 1 = 0 gegeben, 
deren Wurzeln bekanntlich 2 cos 7, 2cos^, 2cos^y sind; der Werth der 

*) Eine genauere Bestimmung der Conrergenz 4er Anniii e uog kann leicht aus 
Analyse des Jquat. Uv. 2. art. 9. abgeleitet werden. 

u 
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Wurzel wird durch Hülfe der Ketteobruche auf folgende Weise ge- 
funden. Es ist 

[1] = + + — 

G 4 1 1 

[2] = + + + + 
6 10 (i I. 

Hier entspricht also die Gleichung /(r) = 0 der Gleichung = 0, 

und man hat ... ^ , 

*>{» <t« 

Entwickelt man die folgende Gleichung, so hat man: 

/>(*.) = ^ + *?— 2* t -l = o, 



und 



also 



[!] = + + + - 

6 8 3 1 

[■>] = + + + + 
6 14 14 r, 

Xi>i, <| und *>I+ia|, 



<! + *■» 2. 

Die Gleichung (x,) = 0 entspricht der Gleichung F(x„ +r ) = 0; hier ist also 

Man mufs daher zur Bestimmung der Grenzen von c die Formeln (20.) 
und (22.) anwenden, also 

2.1.— 1 — 3.1 _ , 
^ -1.1 J » 

1.1.7— 4- — 1 (3.1 L.l) 

*> : - 1 ' = ^ = j + 

1.1.7-4.-1 (3 l--^.l)-2.1.7 17 
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Da die beiden Grenzen keinen gemeinschaftlichen Theiluenncr haben, so 
entwickele man die folgende Gleichung 

/>.) = ori-3xi-4x,-l = 0, 

u*,— 0, 

"7*1 ö » 

1+1 = + + + - 

6 18 20 1 

|3J = + + + + 

6 24 41 20. 

Hier ist £ _ 2 £ . , 1 9^ El— 11 

- 1 » 9™ T^TIT 9" ~ 6 ' 

daher muk man zur Bestimmung der Grenzen rou s die Formelu (17.) 
und (19.) anwenden; man findet 

fi.4 1^-2. 1.29 ' ju 

(4t.b— 3 1.29)5 a -f-l — .... 

Da auch diese Grenzen noch nicht enge genug sind, so bilde mau die 
Gleichung: 

/»<*,) = r:-20x:-9a-,-l = 0, 

*££S«3 = 3x'- 41)*. — 9, 
dr, 

= 6*.-4(), 



und io 0 ] = + + H 

6 80 J'Jl 181 



Hier int 



[21] = ++ + + 
ü 86473 231. 

l-r " 1 



4 +2Ö 

Zur Bestimmung der Grenzen von s müssen die Formelu (20.) und (22.) 

DJ 
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angewandt worden! und man findet: 

.41301 OJ _ 1 

ii = 2-1 1 

64 1 



484- 

487028871 - . t 
^215021005 i 1 

H i 

hierdurch sind also vier neue Theilnenner, 2, 3, 1, 0, gewonnen. 

Die entsprechenden Niiherungswerthe sind 4^1, 11345 
1 6 207» /22 ' 929 ' 0290 * 

Die dem Thcilnemier C entsprechende Gleichung ist: 

/ 7 (x ; ) = 559^ — 2540x? —4961 x, — 2039 = 0, 
t -^i- ) bs 1677** — 5080*, —4961, 

= 3354x,_50SO, 

= 3354, 

M = + + + - 
3354 15044 24931 2521 

[7] = + + + + 

3354 18398 41652 30491 



und 



^_1G74 P 13019 g* I 
q' 929 » { 7225 » — 4 



1345 



6806 ' 



Die Formeln (20.) und (22.) gehen 
_ 101049594 tn , ! 
*< 15S72210 = 1U + 



90 83301444074499 
S> 950794125092399 
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Hierdurch sind 8 neue T heil nenne r, 10, 5, 2, 2, 1, 2, 2, 1, 

Entwickelt man die entsprechenden Näherungswerthe, so findet mau, daüs 

40674 108 

dem letzten Theilnenner 1 der Bruch 22bTU27 entspricht, dem vorherge- 
henden Theilnenner 2 entspricht der Bruch {fgy^^» der Unterschied 
zwischen dem wahren Werthe der Wurzel und dem Nü'berungswerthe 
§57247§ »st daher kleiner ab ^257242 7) ~' °* r awsh Weiner als 

2.28000781.40674108 15 *^* 
Würde man die dem letzten Theiluenner 1 entsprechende Gleichung ab- 
leiten, so könnte man daraus wieder eine Menge neuer Theiluenner finden, 
und so dem Werthe der Wurzel noch viel naher kommen. 

98. 

Fakt man das in diesem Kapitel Gesagte zusammen, so findet man : 

1) dals die Methode der Entwickeluug der Wurzeln durch Ketten- 
brüche keinesweges die Berechnuog des kleinsten Unterschiedes der 
Wurzeln erheischt, 

2) dals diese Methode kein wesentliches Element der Analysis ist, 
sondern vielmehr unendlich viele Methoden möglich sind, vermittelst 
welcher man sich dem Werthe der Wurzeln nahern kann, 

3) dals diese Methoden alle genau sind, d. h. zwei Werthe geben, 
zwischen welchen die Wurzel jedesmal enthalten ist, 

4) dals alle Methoden zugleich auf die Entdeckung der imagiuairen 
Wurzeln führen, sobald man das Theorem (A.) zu Ilülfe ruft. 

B. Anwendung der wärmenden Reihen zur Auflösung der Gleichungen. 

99. 

Die Auflösung der Gleichungen vermittelst der Kettenbrüche, und die 
unendlich vielen anderen möglichen Auflösungsarten, von welchen die Rede 
war, beruhen alle auf der Anwendung des Theorems (-•/.), d. h. sie for- 
dern, dals man die Natur und die Grenzen der Wurzeln schon zum Vor- 
aus bestimmt habe, ehe man zur nähernden Berechnung der Wurzeln 
schreitet. Es wird daher nicht unpassend sein, zu zeigen, dafs man eine 
andere Methode, oder eigentlich viele andere Methoden, zur Auflösung der 
Gleichungen auwenden kann, die, ohne sich auf die Anwendung des Theo- 
rems (A.) zu gründen, dennoch dio Natur und die Werthe der (reellen) 
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Wurzeln, so genau, als man es wünscht, angeben. Die Behandlung dieser 
Biethoden bietet ein reiches Feld von Untersuchungen dar; ich mufs mich 
darauf beschränken, hier nur eine derselben in der Kürze zu behandeln. 
Ehe ich aber diese Methode erläutere, ist es nöthig, eine Übersicht der 
frühern Leistungen zu geben, aus welchen sie erwachsen ist. Bekannt- 
lich hat D. Bern oul Ii zuerst gezeigt *), wie man sich der recurriren- 
den Reihen zur Auffindung der Wurzeln bedienen kann, indem er nach- 
wies, wie gewisse Functionen der Wurzeln mit den Cocfßcienten der 
Gleichung durch eine recurrirende Reihe zusammenhängen. Euler **), 
der Bern oul Ii 's Ansiebt mit aller ihm eigenen Klarheit ausführte, zeigte 
auch zugleich die Mangelhaftigkeit und beschränkte Anwendung dieses 
Verfahrens. Man kann nemlch auf directem Wege durch dasselbe nur 
die gröfste und kleinste Wurzel finden, und zwar nur in dem Falle, wenn 
sie reell sind. Die Gröfse der Wurzeln wird hier auf folgende Weise 
bestimmt: Man erhebt jede Wurzel zum Quadrat, und ordnet diese Qua- 
drate nach ihrer Grübe; dem grüfseren Quadrat entspricht alsdann die 
gröbere Wurzel, und so kann man die Wurzeln nach ihrer Gröfse ordnen. 
Beiluden sich unter den Wurzeln auch imaginäre, so wird die Größte der 
letzteren auf folgende Weise bestimmt: Man multiplicirt jedes Paar zu- 
sammengehörender imagiuärer Wurzeln mit einander, dieses Product ist 
immer reell; man vergleicht es mit den Quadraten der reellen Wurzeln; 
von dem Range, welchen es unter diesen einnimmt , hängt alsdann der 
Raug ab, welchen die zwei zusammengehörenden imaginären Wurzeln in 
der Reihe der nach ihrer Gröfse geordneten Wurzeln einnehmen. Sobald 
die gröfsten Wurzeln ein Paar imagiuäre sind, so führt Bernoulli's Me- 
thode zu keinem Resultate. Lagrange* 9 *), der diese Methode mit eini- 
gen vortrefflichen Bemerkungen bereichert hat, hat jedoch für ihre weitere 
Ausbildung nichts Wesentliches gethan. Auch Legendret) hat zu dem 
Bekannten nichts hinzugefügt, als die Bemerkung, dafs man durch Um- 
bildung der Gleichungen leicht bewirken kann, dafs irgend eine der Wur- 
zeln die gröfste werde, so dafs die B er no uliische Methode zur Berech- 
nung der Werthe aller Wurzeln angewandt werden könnte. Aber diese 

•) Commenl. acad. Petr. T. 3. 
••) Inirod. in anal, infin. cap. 17. 
*••) R/sol. des iquat. num. note 6. 
f) Tlu'or. des nombres art. 113. 
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Umbildung fuhrt nothwcndig zu weitläufigen Rechnungen, und die Schwie- 
rigkeit wegen der imagiuüren Wurzeln bleibt unerledigt. Der Erste, wel- 
chem man eine wahrhafte Fortbildung der Bernou Mischen Methodo ver- 
dankt, ist Fourier. Ein Abschnitt des zweiten, leider nicht erschienenen 
Thrill seines Werkes: „Analyse des equations" sollte eino ausführliche 
Behandlung dieser Methode enthalten; für jetzt ist nur Das bekannt, was . 
er darüber in dem Expose" sinoptique*} mitgetheilt hat. Nach diesem sind 
die Hauptresultate folgende: Nennt man die Wurzeln, nach ihrer Gröfse 
geordnet, s, t, u, v, u. s. w., und nimmt zuerst an, dafs alle Wurzeln 
reell sind, so kann man aus der gegebenen Gleichung recurrirende Reihen 
bilden, durch welche man, so nahe, als es verlangt wird, die Werthe von 
s, s.t, s.t.u u. s. w., und daher auch die Werthe jeder einzelnen Wur- 
zel, finden kann. Ist aber die gröfste Wurzel imaginär, d. h. nehmen zwei 
zusammengehörende imaginäre Wurzeln den ersten Rang ein, so giebt 
die erste Reihe, welche den Werth von s angeben soll, gar kein Resul- 
tat; dagegen wird die zweite Reihe allerdings den Werth von s.t ange- 
ben. Ist die dritte Wurzel u reell, so erhält man durch eine dritte Reihe 
das Product s.t.u i ist u imaginär, so giebt diese Reihe keiu Resul- 
tat; dagegen erhält man durch eine vierte Reihe den Werth de* Products 
s.t.u.v u. s. w.; es kann aber nie vorkommen, dafs zwei auf einander 
folgende Reihen kein Resultat geben. Hierdurch wird also nicht blos der 
Werth aller reellen Wurzelu gefunden, sondern auch das Vorhandensein 
der imaginären "Wurzeln entdeckt. Um aber den Werth der letztern zu 
finden, bildet man andere Reihen, welche nicht, wie die ersten, Näherungs- 
werte der Producte, sondern vielmehr der Summen der Wurzeln 
geben. Und indem man so Summe und Product je zweier imaginärer 
Wurzeln erfährt, findet man daraus die WerÜie dieser Wurzeln. Fourier 
hat den Beweis keines einzigen der hierher gehörenden Sätze mitgetheilt, 
auch nicht einmal angegeben, auf welche Weise die erforderlichen Reihen 
gebildet werden, zwei aufgenommen, nemüch diejenigen, die zur Bestim- 
mung von s + t und st dienen; aber auch von diesen ist die eine unrich- 
tig angegeben **). 

•) pog. 68 IT. Fourier hat im Jahre 1822 eine Abhandlung über denselben 
Gegenstand der Akademie der Wissenschaften überreicht ; es ist zu bullen, dafs sie im 
Druck erscheint. 

«*) Vergl. Journ. für die Math. Bd. pag. 
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Auf den Zusammenhang zwischen den Coefficienteu und gewissen 
Functionen der Wurzelu bemhi auch eine andere Auflösungsmethode, die 
Lagrange«) angegeben hat; aber indem er fordert, dafs man die höhe- 
ren Gleichungen auf niedrigere zurückführt, bo wird eben dadurch, wie er 
seihst sagt, die Metbode, wegen der vielen weitläufigen Operationen, die sie 
fordert, unausführbar. 

Die hier folgende Methode ist, was die leitende Idee und dio ein- 
zelnen Resultate betrifft, mit der Fouri ersehen durchaus identisch; die 
Art, wie die einzelnen Reihen gebildet werden, ist bestimmt verschieden, 
wie man schon daraus sehen kann, wenn man die Reihen, die das Pro- 
duet und die Summe der zwei ersten Wurzeln geben, mit denjenigen, die 
Fourier gegeben Bat, vergleicht. Ich glaube behaupten zu kennen, dafs 
Fourier's Verfahren viel bequemer in der Ausübung ist, dafe dagegen 
das hier angegebene viel näher hegt, weswegen es auch gewühlt worden ist. 

100. 

Ich mufs zuerst einige bekannte Lehrsätze anrühren. Es sei die 
gegebene Gleichung 

x m + A v x m ~ l + A t x~~ 2 + A 3 x"-' + \-A m = 0, 

wo .■/, , A 2 u. s. w. ganze Zahlen sind. Zur gröberen Einfachheit wird 
vorausgesetzt, dafs die Gleichung keine gleichen Wurzelu hat. Es seien 

Uif Oj, a 3 . . . . a m 

die m Wurzeln dieser Gleichung, nach ihrer Grübe (diesen Ausdruck in 
der früher erwähnten Redeutung genommen) geordnet. Ferner sei 

2«, = a, -f- a,i *„ 

= +*; + + *«, 

und allgemein l>edeute 2 a 1 ; die Summe der ntea Potenzen aller Wür- 
ze», so ist bekanntlich 

1) 2«, = -Aj 

2) 2«; = -^,2^-2^,, 

3) =-^2<-^2«,-3^, 

4) 2a{ = -^,2«I- ^2*;- i/,2«,- 4^,, 

so dafs man vermittelst einer recurrirenden Reihe, aus den Goefficienten 
A if A ly A 3 u. s. w., die Summen aller Potenzen der Wurzeln finden kann. 
Je gröber die Potenz n ist, aufweiche man die Wurzeln erhebt, desto mehr 
wird auch %\ im Vergleich mit der Summe der Potenzen ct\ + et" -f- . . .. + «1 

m 

•) Rtfsol. des /quat. noie 10. 
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betragen, wenn «, reell ist, man wird zuletzt an eine Potenz n kommen, 
die so beschaffen ist, dafs man, ohne merklichen Fehler zu begehen, 

2*; +1 = < +1 

setzen kann, woraus alsdann a t — folgt. Bildet man eine recurri- 

rende Reihe, deren Glieder 2 a, , 2« 2 , , 2a| U. s. w. sind, und dividirt jedes 
Glied durch das vorhergehende, so erhiilt man den Werth von cti desto 
genauer, je weiter man die Reihe entwickelt; die Quotienten werden im- 
mer mehr und mehr gegen die Wurzel «i convergiren, man sagt daher, 
die Reihe sei convergent; sie soll in der Folge die Reihe (C) heifscn. 
Dies ist die bekannte Bern oulli sehe Regel. Man sieht, dafs sie nur 
in dem Fall anwendbar ist, wenn «, reell ist; ist dagegen diese Wurzel 
imaginair, so kann natürlich a" oder a] +i nicht hinsichtlich der Grüfso 
mit der Summe der übrigen Potenzen verglichen werden: daher wird 
auch die Reihe (C) in diesem Falle kein Resultat geben, sondern divergiren. 

Bildet man aus den Wurzeln alle Combiuationen , ohne Wieder- 
holung, zu zwei Elementen, und bezeichnet die Summe derselben durch 
2 a, eti ; eben so die Combiuationen ohne Wiederholung zu drei Ele- 
menten , und bezeichnet dio Summe derselben durch 2 « x etn «, u. s. w., 
so hat man bekanntlich 

2a,a 2 =y/j, 2«,a 2 « J =r — A iy 2 a, a.^a, = J± u. s. w. 
Aber aus (1.) und (2.) folgt 

5. 22«,«, = 2^, = (2a,)* — 2«^. 
Substituirt man in dieser Formel statt a, . . . die aten Potenzen «*,«"..., 

so hat man: 6 22«:.«; = (2«:)'-2«I\ 

Je grüfser n ist, desto weniger wird die Summe der übrigen in 2a"a" 
enthaltenen Glieder gegen das erste betragen, und zwar sowohl, 

wenn a 1} '._ beide reell, als auch, wenn beide imaginuir Bind, da auch im 
letzteren Falle das Product cc l «, reell, und gröiser als das Quadrat jeder 
reellen Wurzel, und um so mehr, als das Product zweier dieser Wurzeln 
ist. Ist daher n sehr grofa, so kann man ohne merklichen Fehler 
2«;*; s=22<«; =(2«")' —2*?*, 
2ä M-i _ a ,+i = (S*^ 1 ) 1 — 2 et]"* 1 

setzen, folglich (; a ^)' -2«j^ 

X 
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Hieraus erhoR man folgende Regel: 

Man bilde au» den Gliedern der Reihe (C) die neue Reihe 

(Ctf « C»*T— *4i COT— u - 8 - w -» 

und dividire jedes Glied dieser neuen Reihe durch das vorhergehende, so 
werden die Quotienten gegen die Grenze «».o, convergireu; kennt mau 
daher den Werth von a t durch die Reihe (C), so findet man aus (C) den 
Werth von a,. Dies gilt jedoch nur für den Fall, wenn o, und et, beide 
reell oder beide imaginair sind. Ist aber a t reell, ch imaginair, so ist (C ) 
zwar convergent, aber (C,) divergent. 
Aus (L), (2.), (3.) folgt: 

7. a.siro.o.o,— (W— 3*«».*<+a** 

Substitut man wieder statt a„ «».... die men Potenzen dieser Wur- 
zeln, so hat man 

8. 2.32a»? = (I<f-J^'«r+Mäfi 
und man kann daher wieder, wenn n grofc genug int, 

setzen. Um also den Werth von a,.o,.a, zu erfahren, bildet man aus 
den Gliederu der Reihe (C) eine neue Reihe 

(<£)» (fetf— 3JFo,.J?a*+2£ai, (2VJ'-32a , ,.2 tt * t + 2iV,, 
(2a J ,)* - 3 X ^ . Xa£ + 2 2V, etc. , 
und dividirt jedes Glied durch das vorhergehende. Da man nun den 
Werth von a^o, schon aus der Reihe (C.) erfahren bat, so erführt man 
hieraus den Werth von a,. Nur in dem Falle, wenn a, die erste eine» 
TPaates imaginairer Wurzeln ist, couvergirt die Reihe (C,), wahrend (6' 3 ) 
divergirt. 

Aus (1.), (2.), (3.), (4.) ergiebt sich: 

9. 2.3.42a,.a 2 .a 1 .a 4 = 2.3.4^ 4 
= (Sa t y - 6 (XtO'X a\ +8X«, . Sa) - 6 S) + 3 (Sa))*, 
10. 2. 3. 4. 2< 
_ ( v a ■ • _ 6 (Satf . Xo? + N Sa] . Sa)" — (> X«? + 3 (rar)' 5 
ist n sehr grofe, so kann man statt 2 a"» auoh blofs 

setzen; bildet man daher eine Reihe (6,), deren allgemeines Glied 

6 2«)' • 2a* + 82'«» . Xa';— 6 Sa)" + 3 (X<*)' 
»st, und dividirt jedes Glied durch das vorhergehende, so couvergiren die 
Quotienten gegen den Werth ^.a*.«,.^. Nur in dem Falle, weun et, 



Digitized by Google 



— 103 — 

die erste zweier imaginairer Wurzeln ist, wird (C) divergiren. Die bis- 
her entwickelten Sütze sind einzelne Fülle des folgenden allgemeinen. 
Man findet den Werth von a, . a 7 . . . . . a, auf folgende Weise. £s ist *), 
11. 2 . 3 . 4 • . . . r £cti . • Gtj . . • • c r 

r.r— l.r— 2. r — 3,„ ^ , 



.... + r - r - 1 - 2 r ~ 2 - r ~ 3 (rg 1 )' w, .(^a])'— 

Setzt man in (11.) statt a überall a", so erhält man eine neue Formel, welche 
den Werth von 2a".a^.a".... a" in Functionen von 2"«!, .Ta^ u. s. w. 
ausgedruckt angiebt ; ist n grofs genug, so kann man, statt 2a] . a\ . . . . a" , 
Mols a"*a?....cC setzen, nnd daher aus den Gliedern der Reihe (C) eine 
andere Reihe (C'_,) ableiten, die so beschaffen ist, dals der Quotient jo 
zweier auf einander folgender Glieder gegen den Werth o 1 .a 2 ....a r con- 
vergirt, und diesem Werthe desto näher kommt, je weiter man in der 
Entwicklung fortgeht. Dies gilt jedoch nur für den Kall, wenn a l .a n ....cL T 
reell ist; ist aber a.i,a^. . . .a r imaginair, so ist die Behauptung, dafs die 
übrigen in l'a" . a\ .... u" enthaltenen Glieder gegen das erste verschwinden, 
nicht ferner anwendbar: die Reihe (C^_0 wird divergiren. Dagegen wird 
aber a*«ttg« . ..a r .a r+ , ein reeller Ausdruck seiu, und daher werden auch alle 
übrigen in~a". a*... a,\ cC+i enthaltenen Glieder gegen das erste a]. e£ ...a". a" + , 
verschwinden, wenn n grofe genug genommen wird; folglich wird auch 
eine Reihe (C r ) gebildet werden können, so dafs die Quotienten je zweier 
ihrer auf einander folgenden Glieder gegen a^o,... ,a r+1 convergiren. 

Man bat also nun folgendes Resultat gewonnen. Sind alle Wuch 
zeln reell, so kann man aus der Reihe (C) andere Reihen ableiteu, die 
die Werthe von a,a,, ai« 2 a, u. s. w. angeben, wodurch also die Werthe 
der einzelnen Wurzeln gefunden werden. Sind aber unter den Wurzehi 
imaginaire, so werden die Reihen, die einem Producte a 1 .o 2 ....a ( . ent- 
sprechen, dessen letzter Factor a r imaginair ist, divergiren, dagegen aber 
wird die folgende Reibe, die dem Producte ai.a,....a l+ , entspricht, con- 
vergiren; niemals aber kann es unter diesen Umständen vorkommen, 

dafs zwei auf einander folgende Reihen divergiren. Sobald man also 

'. • . c 1 -7- t rt « i , i — ~ 

*) Warinp meditat algebr. jJff. 13. 

X 2 
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sieht, da£s von zwei auf einander folgenden Reihen eine divergent, die 
andere convergent ist, so wcifs man, dafs die Gleichung zwei imaginaire 
Wurzeln hat. 

Hieraus folgt, dafs diese Methode, so weit sie bisher entwickelt 
ist, schon die Werthe aller reellen Wurzeln angiebt, und zugleich die 
imaginairen Wurzeln mit Leichtigkeit entdecken lehrt. Sie leistet also 
mehr als die Lag ran geselle Methode, und eben so viel als die Methoden, 
die sich auf das Thorem (A) gründen. Um dies zuerst durch einige Bei- 
spiele zu erläutern, soll die Gleichung 

x 1 — 7x^-7 = 0 
aufgelöst werden. Hier hat man 

(C) = 6, 14, —21, 98, —245, 833, —2401, 7546, -22638, G9629, 

—211288, 645S69 , 

wo die Zeiger 1, 2, 3 . . . . andeuten, dafs die darunter stehenden Zahlen 
den Gröfeen 2a 0 2a' t , . ... entsprechen. Die Quotienten der Reihe 
(C) convergiren, und man hat daher nüherungsweise 

645869 _ „ 
ttl -211288 ^ ÜJb 

Ferner ist 



(COb-14, 98, —402, 2058, —9604, 48020.... 

8020 
• 9W4 



48020 

11 _yho4 °» 



** 88 —3,066 = 1 » 636 ""i 

% -»Ei " 

Die Gleichung hat also drei reelle Wurzeln, wovon eine zwischen — 3 
und — 4, zwei zwischen 1 und 2 liegen. Diese Resultate stimmen mit 
den in §. 80. gefundenen zusammen. 

Sei ferner die Gleichung 

*» + x* + x 3 — 2 x 7 + 2 x — 1 = 0 

gegeben. Hier ist 

1 3 3 4 S 8 ? • 9 14 u 

(C) = — 1, —1, 8, — 17, 14, 20, —85, 135, —55, —276, 791, 

12 U 1« Ii 10 1? 14 19 30 

—980, —118, 3177, -6877, 6215, 6272, —32713, 55802, —29852 
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— 97705, 310S59, —417175, 26412, 1178039, —2758224, 2778218, 

n so ]» 3i n. >i 

1866085, —12490417, 22875255, — 149G7328, —33842713, 121407470, 
-175740340, 39457355, 43 1816023, -1099411711, 121931)8548,488990159, 

44) 41 41 41 44 

—4731386820, 9311833202, —7140674871, —11392513741, 47108618815, 

— 73352508040, 27052044687, 156162053594, — 435528865732, 

40 Ml M *1 

527284536407, 93 Uli S3 9099, —1776726169471, 3765403188244, 

SJ MM M 

-3292551279121, -3685243389856, 18155165223506, -30362556937851.... 
Diese Reihe divergirt. Ferner hat man 

(d) = 2, IS, 44, 154, 472, 1380, 4048, 12010, 35738, 106028, 

3842396445932, 114032386453SO, 33844830165076, 

Diese Reihe convergirt, die Gleichung hat also zwei imaginaire Wurzeln, 
und es ist deren Product niiherungsweise 

33844830105076 „ 0fQnn , 
= TT 403 >J8( 1 45380 = 2 > %8001 • " ' 

Man entwickele nun die dritte Reihe 

(ty = 12, —12, —78, 12, —816, 1374, 600 

Diese Reihe divergirt. Die vierte Reihe dagegen ist 

((?,) = 48 , 0, —24 , 96 , 408 , 648 , 552 , 288, 624 , 2280, 4800, 6504, 

6600, 7896 

Diese Reihe convergirt, die Gleichung hat also noch zwei imaginaire Wur- 
zeln, und es ist das Product der vier ersten Wurzeln 

cvaj.aj.a, = = 1,196; 
die letzte Wurzel a 5 ist reell, und zwar ist 

= OT = °' R528 - 

Die Gleichung hat also nur eine reelle Wurzel, die zwischen 0 und 1 
liegt, wie schon (§.92.) gefunden wurde. 

101. 

Es ist noch übrig, zu zeigen, wie man die Wert he der imaginairen 
Wurzeln finden kann. Die Behandlung dieses Gegenstandes ist um so 
wichtiger, da er bisher Von den Mathematikern ziemlich vernachlässigt 
worden ist*), und alle Mittel, die man bis jetzt zur Auffindung dieser 

•) Man rergl. th/orit des nomb. art. 116. 
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Werthe vorgeschlagen hat, zuletzt auf ein unsicheres Probireu zurück- 
kommen, so dafs die folgende Methode wohl die erste ist, welche diese 
Aufgabe direct löst, und zugleich so genaue Werthe giebt, ab man es 
wünscht. Die Idee, auf welcher diese Methode beruht, ist folgende. Im 
Vorhergehenden wurde gezeigt, wie man Reihen (C,), (C,), (C,) u. s. w. 
bilden kann, deren nte» Glied, wenn n grofs genug genommen wird, be- 
züglich den Werth von al-a*, a".a".a?, a".a^.a".a" — angiebt. Kann 
man nun audere Reihen (A), (/>,), (DJ .... bilden , deren nte» Glied 
den Werthen von 

(a, + o,) « . <), (a, + a, + cO « . a; . a ;), (a t + a, + a, + a«) (a? < . . a*) 
entspricht, so erhalt man, indem man das nte Glied der Reibe (#,) durch 
das nte Glied der Reihe (C.) dividirt, den Werth von tti-J-ttj, und eben so 
erhiilt man, wenn man das nte Glied der Reihe (A), (ß 3 ) u. s. w. bezüglich 
durch das nte Glied der Reihe (C,), (C,) u. s. w. dividirt, die Werthe von 
a, + a : + aj, a, -+- Oj + a 3 + a 4 u. s. w. Aus den Reihen (C,), (C 2 ) u. s.w. 
habeu sich aber schon die Werthe von u ,(/,-,, a,c/ a ; , u^a^ u. s. w. 
ergeben. Man kennt daher Summe und Product der zwei, drei, vier 
ii. s. w. ersten Wurzeln, woraus man Summe und Product jeder zwei 
aufeinander folgender Wurzeln finden kann. Sind daher zwei solche 
Wurzeln imaginair, so findet man ihren Werth aus dem bekannten Werthe 
von Summe und Product. 

Die Reiheu [/>,)> i D i\ (A) «• »• w., sind aber leicht aus den Glie- 
dern der Reihe (C) zu bilden. Mau erbebe alle Wurzeln auf die nte Po- 
tenz, und bilde aus den Elementen ot", c.; . . . . oC alle Combinationen, ohne 
Wiederholung, zu zwei Elementen, und multiplicire jedes Product a%o* 
mit der Summe a, -}- a 3 i die Summe aller auf diese Weise entstehenden 
Glieder werde durch ü(a t + tt } )a"a" angedeutet; eben so bezeichne 
2'(a, + a : + a" of, <he Summe der Glieder, welche man erhiilt, wenn 
mau au» den zur nten Potenz erhobenen Wurzeln alle Combinationen ohne 
Wiederholung zu drei Elementen bildet, und jedes Product durch die 
Summe der darin enthaltenen Wurzeln multiplicirt u. s. w. Alsdann bat man 

12. .l'Ccii + ttiX-a; = S^.ScZ—Sd?**. 
Kimmt man n groß» genug, so wird jedes der übrigen in £(a t -f- a.)a" .a\ 
enthaltenen Glieder gegen das erste (aj + ^oc" ganz unbedeutend sein, 
und man wird daher n so grofs annehmen können, dafs man, ohne merk- 
lichen Fehler zu begehen, 
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(«, + ««)«: «C = XdfSaZ—**?* 4 
setzen kann. Bildet man also eine Reihe 

(D t ) = £a] . Sa t — Sa\ , 2:^ . Sa\ - 2*\ , 2V, . 2V, - Sa 7 , , . . . . 
und dividirt das nto Glied derselben durch das «te Glied der Reihe (C\ 
so wird der Quotient sich dem Werthe 4(a, + c0 desto mehr nähern, je 
grüfser n genommen wird. Dies gilt jedoch nur Tür den Fall, wenn a. t 
und tti beide reell oder beide imagiuair sind ; ist aber a, reell, o, imaginair, 
so wird die Reihe (DJ divergiren. 

Fernerhatman |3 2X(« 1 +«,+ a B K.<.^ 
= 2V +I . (Sa*? - (2 Sa*;* 1 . Sa* + Sa? . S«^) + 2 
Ist « grofs genug, so kann man statt £(a, + + a i) a " • a i • «C aucn Wo ' 8 
(Oi + Oj +«j)a".aj a" setzen; bildet mau daher eine Reiho (D,), deren 
allgemeines Glied 1 2'ä;+ , .(2 , a;) , -(^< 41 .^ + 2V;.2X +I ) + 2**?* 
ist, und dividirt das nte Glied dieser Reihe durch das nte Glied der Reihe 
(C,), so wird der Quotient sich dem Werthe K«t+«a+«0 dost« n» 6 '"* 
nähern, je grüfser /* ist. Ausgenommen ist der Fall, wenn Oj die erste 
zweier imaginairer Wurzeln ist, weil alsdaun die Reihe (A) eben so wie 
die Reihe (C' a ) kein Resultat giebt. 
Weiter fiudet man 

14. 2.3.S(a,4-a2 + a > + a*X-<-a" «2 
= v<+' . (Sa 9 )* - (3 2V; +1 • (Sa;) 1 + 2 Sa'," . S .St® 

+ 2 (3 Sa** 1 . JS«; + £a] n . — 2 • 3 - + 2 . Sa?. 
Nimmt man « grofs genug, so kauu man statt 2'(ai4" a 3 + a J+ a «) a r 
blofs (aj + ttj + ai + a^X.aJ.a^.a: setzen; bildet man daher eiue Reihe 
dereu mes Glied der zweite Theil der Gleichung (14.) ist, so nähert 
sich der Quotient, den man erhält, wenn man das nte Glied dieser Reihe 
durch das «te Glied der Reihe (Q dividirt, dem Werthe { («, + + ^ + 
desto mehr, je grüfser n ist; ausgenommen ist jedoch wieder der Fall, 
wenn ct 4 die erste zweier zusammengehörender imagiuairer Wurzeln ist. 
Wir würden auf ähnliche Weise zeigen künnen, wie mau allgemein eine 
Reihe bilden kann, deren ntes Glied 

= 2.3....r-12> 1 + a 1 +-- + a r )o;.a;....a: 
ist, woraus alsdann der Werth von (a, + + • • • • + < **, o. n t ....a n r gefunden 
wird, begnügen uns aber, der Kürze halber, auf ein schon angeführtes Werk e ) 

•) Wariug mtditat. anafyt. probl. 3. p»g- 8. 
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zu verweisen, aus welchem 
und bemerken nur noch, dafs hier, eben so wie bei den Reihen (<?,), 
((7,), . • nie zwei auf einander folgende Reihen divergent sein können.| 

102. 

In $. 100. wurde gefunden, dafs die Gleichung 

+ x*— 2x 7 + 2x— 1=0 
als erste Wurzeln zwei ünaginaire hat; es solideren Werth gefunden werden. 

Aus der dort gefundenen Reihe (C) leite man die Reihe (D,) ab. 
Man findet 

(DJ = — 7, —22, —51, —183, —511, —1582, —4598, —13697, 

— 40622, —120611, , —12970774286976. 

Die Zahl —12970774286976 ist 27ste Glied der Reihe (Z>,); das 27ste 
Glied der Reihe (£?,) ist = 11403238645380, man hat daher ) 
„4.^.- 0 -12970774?8C976 _ n Tm q. 

verbindet man diesen Werth mit dem schon gefundenen 

ai .aj = 2,968001, 
so crhiflt man als Werth der zwei imaginairen Wurzeln 

— 1,137464 + vT(— 1,674177) =— 1,137464 ± 1,2939 /"(— 1). 
Die letzte Wurzel a 4 ist, wie früher gefunden wurde, reell und = 0,852842. 
Nun hat man 

(ai + c^-f Oj + a, + a 5 )s= — 1, 
a n a_ a , o , a : , — 1. 

Substituirt man in diesen zwei Gleichungen die Wert he von a tf Oj, a$, 
so findet man aj + ct4 0,422086, 

= £5313359 = °> 395064 » 
hieraus findet man die Werthe der zwei imaginairen Wurzeln a,, a,, 

0,211043 ± ^(—0,350525) = 0,211043 + 0,5920516^— 1). 
Directer, aber weniger bequem, hätte man den Werth von a x , a« finden 
köunen, wenn man die Reihe (Ü s ) gebildet hätte. 

Um noch ein Beispiel der Anwendung des Vorhergehenden zur 
Auflinduiig der Werthe der imaginairen Wurzeln zu geben, soll die Gleichung 

*+i«o 

aufgelöst werden, die Legendre*) behandelt hat. Man findet 

♦) Th/or. dts nombr. art. 118. 
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12 3 4 | C 7 8 0 H 11 11 13 1« IS 

(C) = 0, 0, 3, -4, 0, 3, -7, 4, 3, 10, 11, -1, -13, 21, -12, 

lfi IT 18 10 50 21 91 W 1» 15 » 17 28 

— 12, 34, —33, 0, 46, —67, 33, 46, —113, 100, 13, —159, 213, 

■yi 3H 31 31 S3 3« SS 36 37 38 30 

— 87, —172, 372, — 300, —85, 544, —672, 215, 629, —1216 , 887, 

«I 41 

414, 1845 

(C,) = 0, 4, 6, 12, 10, 10, 28, 28, 42, 54, 88, 114, 156, 228, 316, 

444, 610, 874, 1216, 1702. 
Die zwei ersten Wurzeln sind also imaginair, und man findet als Niihe- 

rtingswcrthe 

4 /»•> 1216 . 1702 . QOO 

ttl ÄJ — Ü1Ü = •••"> a i*J = — *> 40 -j — J2I6 "~ 

Mau setze daher V , * 

o x et, = 1 ,4 

Ferner ist 

(D,) = — 3, 3, —5, —7, — 11, —8, —16, —22, —30, —43, —57, 

— 87, —144, —165, —228, —323, —450, — 629, —887, —1237, 

abo M «^a^-^^- 1,453584. - 

Hieraus findet man, als Werth der zwei ersten Wurzeln a lt a 2 , 



— 0,726792 + 0,933634 1). 




Die Werthe der zwei anderen Wurzeln, a 4 , findet man aus den Glei- 

chun 8 en = «3 + a v =, 1,453584, 

woraus man die Werthe 0,726792 + 0,4313455 /"(— 1) erhült; statt die- 
ser Werthe hat Legendro 0,727136 + 0,430014 /"(— 1). 

103. 

Indem ich mir eine ausfuhrlichere Behandlung des Zust 
zwischen den recurrirenden Reihen und den Wurzeln der Gleichungen 
auf eine andere Gelegenheit aufbewahren mufs, fuge ich nur noch folgende 
Bemerkungen hinzu. 

I. Aus derselben Idee, auf welcher die in den vorigen §§. gelehrte 
Methode beruht, lassen sieh eine Menge anderer ähnlicher Methoden ab- 
leiten. Es wurden nemiieh dort Reihen gebildet, deren fltes Glied = 
o; . a", . . . . und andere, deren /?tes Glied — (a,+ . . .+ a r ) a'.^... , 
ist, wodurch Summe und Product der r Wurzeln a»^.... a r gefuniJ 
wurden. Man sieht aber leicht, dafs man denselben Zweck erreichen kann, 
wenn man Reihen bildet, deren «tos Glied =<p(a,, a,, .... a r )a".o;.... 
und andere, deren /itea GUed = 0 (o» , a 2 . . . a r ) («,+ a, + . . . + a P ) a* . a* . . . a? 

X 
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ist, wo P a r ) eine Function der ersten r Wurzeln bedeutet, in 

der sie alle auf gleiche Weise enthalten sind. Solche Reihen lassen sich 
aber wirklich auf mannichfaltige Weise bilden, und es sind daher auch 
mannichfaltige Auflösungsniethoden möglich. So z. B. hätte man um die 
Producta der Wurzeln zu finden , statt der Reihen (C\) (C 2 ) u. s. w. auch 
die Reihen (A)> (A) u. s.w. anwenden können, weil, wenn man jedes 
Glied der letzteren Reihen durch das vorhergehende dividirt, der Quo- 
tient sich ebenfalls den Producten ^.Oj, ax.e^.aj 11. s. w. nähert. 

II. Ton den Reihen (C,), (C 2 ) .... ist jede folgende mühseliger 
zu bilden, als die vorhergehende, weil die Glieder jeder späteren Reihe 
zusammengesetzter sind, als die einer früheren. Ist daher die gegebene 
Gleichung von hohem Grade, so kann die Berechnung der Reihen sehr 
umstündlich werden. Mao kann sich aber die Mühe sehr erleichtern. 
Ist nemlich eine Gleichung vom 2/wten Grade 

x' m -\-A l .x tm ~ l + .... + — 0 
gegeben, so braucht mau nicht aus der ersten Reihe (Q, 2m — 1 andere 

Reihen (C,), (C 2 ) (C^-,), und 2 m — 1 andere (A), (A) A—i 

abzuleiten, sondern man leite aus der ersten (C) nur m — 1 Reihen (C,), 
(Cj) .... C' m _, , und m — 1 andere (A)> (A) • • • • (A«-i) ab ; hierdurch er- 
führt man die Werthe der ersten m Wurzeln, a,a2....a m . Um alsdann 
den Werth der folgenden m Wurzeln zu erfahren, substituire man in 
der gegebenen GleichuDg statt x den Werth — . Hierdurch erhült man 

eine neue Gleichung vom 2mten Grade, in der v die unbekannte Grölse 
ist. Man suche nun wieder mit Hülfe der rccurrirenden Reihen die m 
ersten Wurzeln dieser Gleichung: kennt man diese, so kennt man auch 
die m letzten Wurzeln der ersten Gleichung, da, vermöge der Gleichung 
den gröfsten Werthen von y die kleinsten Werthe von x entsprechen. 

III. Durch Umbildung der gegebenen Gleichungen in andere kann 
man oft Reihen erhalten, die viel schneller convergiren, als diejenigen, 
die man aus den ursprünglichen Gleichungen erhült, wie schon Euler 
hinsichtlich der Reihe (C) gezeigt hat. Man wird sich aber durch Ver- 
gleichung sehr bald überzeugen, dals die Methoden, die auf Anwendung 
des Theorems (A) beruhen, viel bequemer sind, als die Methode der 
recurrirenden Reihen, sobald es nur darauf ankommt, die Werthe der 
reellen Wurzeln zu finden. 
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Sechstes Capitcl. 

Fernere Anwendung der Ketlenbrüche auf die TLeurie der Gleit Innigen. 

104. 

Es sei die allgemeine Gleichung des zweiten Grades *) 

1. cea^ + ßx — y = 0 

gegeben, so hat man 

2. (*x-\- ß).r = y und 

3. ^=^-rT— = ~ = F(y:ß + ay:ß + * 7 :ß-f.«y:ßetc), 

I ~ (i+ax 

so dafs also die eine Wurzel der quadratischen Gleichung durch einen 
uneudlicheu periodischen Ketteubruch ausgedrückt ist. Auf ähnliche 
Weise findet man den "Werth der zweiten Wurzel. Denn aus Gleichung 

ax s= — ß+ — , 



ß _i_ y 



und nach gehöriger Reduction findet man hieraus 

5. x = — F(^+7:ß + <ty:ß + *y:ßetc). 
Diesen Werth hätte man auch unmittelbar aus (3.) ableiten können , da 

Q 

die Summe beider Wurzeln — sein mufs. 

Sind die Wurzeln der Gleichung (1.) reell, so kann man daher 
durch die Formeln (3.) uud (4.) Näherungswerthe derselben finden, und 
uud zwar erhält mau nach §. 5. , wenn man m Theilnenuer zur Berech- 
nung anwendet, und ay = £ setzt, aus (3.) die Formel 

*) Guter Introd. in anal. in/, cp. 18. 

T 2 



i 
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ß- + (m - 1 ) 0'-' . $ + ^ 2 1 )( ?~ 3) ß-*.J»etc ' 
und au* (5.) dio Formel 

7 r - Ä [3H( W -l)3^.H f J ~|^.H etc.] 

Nur in dem Falle, wenn ß = ü ist, sind diese Formeln zur Berechnung 
untauglich. 

So wie die Wurzel jeder quadratischen Gleichung durch einen 
periodischen Kettenbruch ausgedrückt werden kann, so ist auch umge- 
kehrt jeder unendliche periodische Kettenbruch die Wurzel einer quadra- 
tischen Gleichung. Fängt die Periode schon beim zweiten Theilbrucli 
au, so dafs z.B. der Kettenbruch 

»* , («+^*«i+*t*«* + ".-*«!«.-Mi:«i + . ...b m :a m in inf.) 
ist, so hat man 

8. * = c4- ^ ss fr"+*-«0-° . «.M+f.«, feg . . 



•.+ 



a m -j- x — a 

welclier Ausdruck auf eine quadratische Gleichung zurückführt, deren Wur- 
zel x ist. Sind mehrere der ersten Theilbrüche nicht in der Periode 
enthalten, so dal* man z.B. den Kettenbruch 

x = F (. c + d r>c l + d 1 ic i + ....d M ;c m + b l :a l + ....b m :a m etc. 

hat, wo sich die Theilbrüche |* ~ periodisch wiederholen, so kann 

man statt x den Werth x = c + ^-p einfuhren, wo 

m 

y 

y= F(c m + b l to l + .... + b m :a m + l >lt Q l +....+l, m :a m etc.) 
ist; nun ist, wie eben bewiesen wurde, y die Wurzel einer quadratischen 
Gleichung, folglich auch x eine solche. 
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105. 

Auch die Wurzeln einer Gleichung des dritteu Graden können 
auf ähnliche Weise entwickelt werden. Da eine solche Gleichung immer 
auT die Form 

9. x z — ax — 6 = 0 
zurückgeführt werden kann, so hat man 

(x 7 — a)x — b oder x 1 = o + , 

also 

10. x=\(a+' 



r(.+ 



j/(„ + «tc), 

wo »ich jedes Wurzelzeichen auf den ganzen folgenden Ausdruck hezieht. 
Da jede Gleichung des 4ten Grades auf eine andere des .'Jten Grades zu- 
rückgeführt werden kann, so küuncu auch die Gleichuugeu des 4ten Gra- 
des auf dieselbe Weise aufgelost werden. 

Eben bo erhült man aus der Gleichung 

II. x m+i — ax — L — 0, 



x 9 



und 

U. x — 



und die Gleichung 
giebt 



13. y n -0;"'f.r+rf) = ix 



und 



f / n 

14. x- 



eir./» 
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Die Ausdrücke (10.), (12.), (14.), sind jedoch keine Kettenbrüche 
in dem Sinne, in welchem dieses Wort bisher genommen wurde, da die 
einzelnen Theilbrüche nicht von einauder unabhängig, sondern durch ge- 
wisse Operationen mit einander verbunden sind. Daher übergehe ich 
eine genauere Erörterung derselben, wiewohl sie eine solche, namentlich 
in Beziehung auf Convergenz und Divergenz, wohl verdienten. 

106. 

Statt der Formeln (3.) und (5.) könnte man noch eine Menge 
anderer entwickeln, die den Werth der Wurzeln der Gleichung (1.) an- 
güben. Denn substituirt man statt x den Werth y + e, so geht die Glei- 
chung (1.) in folgende über: 

15. af + (2x* + ß)y + t 7 + ße — y = 0; 

setzt man V2±l= h t±Jl=L = - h 8 o findet man 
oder 

17, y = -(j> + J- 



also P+ ' e,c > 

18. oder 19. x=e — /» — -2 

P+- 2 P + - 2 

107. 

Am wichtigsten ist die Entwickelung der Wurzel 
Gleichung unter der Form eines Kettenbruchs, dessen Theilzühler alle 
== 1 und dessen Theilnenner ganze positive Zahlen sind. Um diesen Aus- 
druck zu finden, könnte man die in §.87. gezeigte Metbode anwenden, 
oder auch zuerst die Gleichung 

ax' + ßjr — y =0*) 
auflösen, und dann den Werth der Wurzeln x = ""'^^"^"H-/**) ' m ^ nen 

solchen Kettenbruch verwandeln (§. 86.). Die Operation schreitet aber 
viel leichter fort, wenn man folgende Methode anwendet ••). 



•) Es wird hier immer vorausgesetzt, da/s a, ß, y ganze Zahlen, und die Wur- 
zeln der Gleichung reell sind. 

**) Legendre theor. d. nomlr. art. 59. 
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Man sei in der Entwickelung bis an den 
so dals man als Werth der einen Wurzel 

x = «•)F(«+l:» 1 +l I *,+.... + i:o illM +I:« JII +t:«) 

gerunden hat. Die Wurzel wird hier immer positiv gedacht; wäre sie 
negativ, so künnte man — z statt x setzen, und den Werth von z be- 
trachten. Es ist also 

19. -ß+V(**r+F) _ x.a, q«, o M -> ( . 

Of) am-i — 2a.a, o w -,+a,, a„- t V~(4 a y + 

ß.a lt a m + 2a.a,o m -o,,a m V(4ay + ^ » 

oder, wenn man Zähler und Nenner mit 

ß.a t9 a m + 2 a .o, <x m + a,, «„/^«v+ß') 
multiplicirt, und zugleich bedenkt, dals a, a m . * i9 a m _, — a, . ff 0 a m = + 1 
ist (§. 15.), so findet man 

M. z ^ — , 

wo 

22. A = J(4ay + ß'), 
23. ±7= — \ ß (a, a n .a l , , « m . a, o..,)-(t.ff,o. o„_i+ 7 «i » ««-ffi,*«-! , 

24. ±D cm x.(a, o^^ + ß.o, a m .a„ a m —y.(a lt o m y 
ist. Z) ist also immer eine ganze Zahl. Da ferner 

a t a m ' Oi » <*m-i = <*, a m _i . , a m + 1 
ist, so mufs eine der Zahlen a i a m .a l1 a m _i und <r, a m _ t .a l9 a m gerade, die 
andere ungerade, also ihre Summe eine ungerade Zahl sein: folglich ist 
/ eine ganze Zahl, wenn ß gerade ist; im entgegengesetzten Fall ent- 
hält es den Nenner 2. Setzt man z =c m+1 + ^-, so kann man wieder 
auf ähnliche Weise 

25. *< = ^±i', 

1 

und eben so, wenn man z, = Q m +i 4* ~ setzt, 

"Ii jjii 

finden. Die Werthe von /,, D t und von /„, D„ kann man unmittelbar 



*) Es wird irn Folgenden immer rorausgesetzt , daß x grüfser als 1 ist; im 

entgegengesetzten Falle könnte man — statt x betrachten. 

x 



— 176 - 

aus den Werthen von J, D ableiten, indem man überall statt m bezüglich 
m + l, ro+'i substituirt; nur mufs man nicht vergessen, jedem folgenden 
Gliede in der Reihe /,/,,/„,.... und oben so in der Reihe D t D /t D tlt .... 
das entgegengesetzte Zeichen des vorhergehenden zu geben, da z.B. 

«, o m+l .a lt a m — a, a m .a if a m+i = +1 
ist, wenn a, a m .o l , — a l> a m .o, <7 m _, = + 1 ist. Aus (21.) und (25.) 

M & VA+I D, 

«der 

A+fA.I+fA.I. + II^a^.D.fJ + o^.D.l + DD,. 
Hieraus erhält man dio zwei Gleichungen 

27. I, «= a nJfl .D-J, 

28. A «= (a n+l .D-I)I f + DD fJ 

und Irena man deu Werth von I, ans (27.) in (28.) substituirt, 

29. Az=i; + DD,, 

° ,,er so. d, « d=v. 

Man setze daber im Anfange der Eutwickelung ^ = 7, a = Z), und die 

grüfstc in / A enthaltene Zahl =s JVj alsdann ist dor erste Theiluenner a 

die grüfste in ^-i^ enthaltene Zahl; dann ist /, = oD— /, D /== d^ ; 

aus N t D f , I, findet man wieder deu zweiten Theiluenner a lf und so 
Kann man deu gnnzen kettenhruch entwickeln. Die folgenden Nenner 
D, n D,„ u. s.w. Können auch auf folgende Weise gefunden werden. Aus 
(27.) uud (29.) folgt 

31. /„ = «„+,.0, — /,, 

32. Av*2 h *+t>,D„ t 

i;+DD,=I,; + D,D„ 

oder 

T 1 T » 

nun ist 
tolghch 

33. D„ = (/,-2,> m+1 + ß. 

Im Anfange der Entwickelung kaun es vorkommen, dafs die Nenner D, D, 

abwechselnd positiv und negativ sind. Siud nemlich die Wurzeln der 



Gleichung noch nicht getrennt, so dafs beide zwischen °* °" und — 
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liegen (§.87.)» und substituirt man diese Werthe nach einander statt x 
in der gegebenen Gleichung, so erhält man die Werthe 
A. <t{a t a m f +ß.a, a m . a lt a m —y(a lf a m y 
B- *{a, Om+lT + ß • <*> "m+l • o t , c m+t — 7 (C, , o B+1 )' . . . . , 

die nothwendig dasselbe Zeichen haben müssen , da zwischen - " m und 



zwei Werthe liegen müssen, die, statt x substituirt, den 



Theil der Gleichung auf Null reduciren. Nun ist 

D = ±(A) f D 1= = + (ß); 
also haben Ii und Z), in diesem Falle verschiedene Zeichen. Geht man 
aber in der Entwicklung weiter fort, so werden die Wurzeln getrennt, 
und man kommt bald au zwei Näherung« wert he F(a, c m ), F(a, o^), die 
nur Eiue Wurzel zwischen sich enthalten, so dafe alsdann {J.) und (B.) 
verschiedene, und daher D und /' gleiche Zeichen haben. Ist man so 
weit gekommen, so ist D D, eine positive Zahl, und daher der Werth von 
I, innerhalb bestimmter Grenzen eingeschlossen, indem I, 2 ~A—DD n also 

34. l,<fA 
ist, und da a m+2 D, = 1, + l„ , so folgt 

35. Z>,<2/Vrf, 

so dafs auch die Nenner D, , D„ .... zwischen bestimmten Grenzen ein- 
geschlossen sind. Da aber der Kettenbruch ins Unendliche fortläuft, £>, 
und 2/ aber ganze Zahlen sind, so müssen auch dieselben zusammenge- 
hörenden Werthe von D, und I, sich unendlich oft wiederholen. Hier- 
aus folgt, dafs nach einer gewissen Anzahl von Theilnennern (die auch 
Null sein kann) der Kettenbruch periodisch wird, d. h. dafs von dort an 
dieselbe Reihe von Theilnennern sich ins Unendliche wiederholt. Übri- 
gens folgt aus den Formeln (34.) und (35..), dais die Auzabl der in jeder 
Periode enthaltenen Theilnenner kleiner als /"^.2/" A = 2A sein mtus. 

108. 

Ks folgt hieran«, dais die eiue Wurzel der quadratischen Gleichung 

x = ~ ^"^"^~ g - in einen periodischen Kettenbruch , dessen Theil- 
zühler alle — 1 sind, entwickelt werden kann. Was nun die andere Wur- 
zel betrifft, bo wird der ihr entsprechende Kettenbruch unmittelbar durch 

folgendes Theorem gefunden. Wird der Werth von x = -~ß m W^7+ß') 
durch den Kettenbruch 

Z 
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U-s 

*"+ F(a4.l:a l +....+l:a m -+.lui4.1:o l H +l:o„ elc.) 

ausgedrückt, so dafs die Theiluenner A, 6, , .... b m nicht in der Periode 
vorkommen, dagegen die Theüuenuer a, a lf ....a m sich periodisch wie- 
derholen, so ist 

SS °^b t + 

• 

'•J 

T b m — /?(o m + l:o m _,+-..+ 1:0-1-1:0,»+ l:o^.... T l:oetc.) 9 

so dafs die nicht periodischen Theilnenner wieder dieselhen sind, und in 
derselben Ordnung vorkommen, die periodischen dagegen ebenfalls die- 
selben sind, aber in umgekehrter Ordnung erscheinen. Man betrachte 
zuerst den Fall, wenn nur ein nicht periodischer Theilnenner b m vorhan- 
den ist. Alsdauu ist 

oder 

x = b m -f * (Form. 8.) = b m + ■ ■~+'..«"-' 



oder 

, , (j? — b m ) O, . -f- O, , Om 

X — ü m -\ ; ; . • 

1 (x—t, m ja, a m ^. l -\-a,a n 

Hieraus folgt 

Ofi _ 1 t(ft w — j)o, Om-fq, .«ml 

«jo. ar = o m — — : . 

Setzt man nun 

*, = 6 W — + l:o m .. + + l:o + 1 + l:o etc.), 
so ist 

» 
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37. = (i m _xj Um _, 

Da nun 

G„,a = c, a m i a m , c, = o«; ff, a„_, = ffm~t, ß> = ö «i-t> « 

ist, so sind die Ausdrücke (36.) und (37.) durchaus identisch, wenn man 
x mit Xi vertauscht; daher mufe x x die andere Wurzel derselben Glei- 
chung sein, deren eine Wurzel x ist, oder es ist Xl = =^Ql£L2±£> . 

Ist nun die Wurzel einer quadratischen Gleichung 
= y =F(b+l:b 1 + .... + l:b m + lio + i:a l + .... + t:a m etc.), 
so dafs b,6i .... b m die nicht periodischen Theilnenner sind, und fuhrt 
man statt y eine andere unbekannte Grüfse ein, so dafs 

L l * 

\ j 

6—.+ -, 

und x S =*'(Am+l:a + -..- + l:°metc.) ist, so erhalt man eine andere 
quadratische Gleichung, deren eine Wurzel x, und deren andere daher 
* l = 6 M -2''(a m +l:<x m _, + .. . . + 1 :o + 1 + 1 :« etc.) ist; folglich 

ist die Wurzel der ursprünglichen Gleichung 

y i = F(b + l:b l + ....+ ltb mm4 + Ux t ) *). 
Entwickelt man die Gleichung (36.), so findet man 

38. ff, <*„_,. x*-K°» fl m — 24.0,0^,- ff,, ff„_,)jr 

+ • «, °m-i + ff i , o»_i ) — 6 m . o, ff m — ff a , a m , 

folglich 

o.a.,-, + fr . """" = x.X,, 

oder, da 
so irt 

6„ [^,.+1 : ff + . . . . +1 : *_)-*-(«-. <0J - = 
In dem besonderen Falle, wenn A m =0 «t, hat man, wenn man, statt 
x, x lt ihre Werthe substituirt, 

^^^^^ ^^^^^^^^ | y • 

• } IM» n vergl. ThSor. des nombr. J. AT., Jouro. für dleMalliem. Bd. 6. S. 232 ff. 

Z 2 
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3Q. ° ) _ F(«m + * : «m-i + . . . -4- 1 • q-f t : a w -H .- -f .... 44 . a e | C .) 

f\«,o m ) F(a+l:a t +l:o m 4-l : a -fl : o, + . . .. -fl a„ etc.) * 

Die Wahrheit dieses Ausdrucks lüfst sich auch erweisen, ohne dafs man 
nöthig hat, auf die Theorie der Gleichungen zurückzugehen. Schreibt man 
nemlich statt F(a+l: ffl +.... +1 : a m +l :a +1 :0l + .... + 1 :a m etc.) den 
Ausdruck F(a + 1 : a , +. . . . + 1 j a n + 1 : a m+l + 1 : + . . . . -f 1 : a 3m41 etc.), 
so dafs o = c m+ , , es ff„ +I , .... a m = ff Im+l , . . . so hat man 
40. F(a + 1 : a, 4. . . . . -f 1 : a m + 1 : ff w+l etc.) 

<«2«H-i e,c / 

nun eben so statt 
F(c m + 1 : am _ t + .... + 1 : ff 4.1 ; ff „ 4- 1 : ff 4- etc. 
den Ausdruck 

F(c+ 1 : q 4. . . . . 4. 1 : c m +1 : c m+1 +1 : c m+I + f- c Im+1 etc.), 

so dafs 

C==0 "» C l = flf m_l, C m = ", f«+i=»ff», = Ä «-X=<*i, C 2m+ l = ff = C„, 

so hat man: 

41. F(a n +l:a m _ l + ....+l :a ^-lrff^etc.) 
= _±_( c Cä+ £ü£= 

c i » etc./ ' 

nun ist 

c " c -= fl «-o o = ff, Om 1 ; c, c m = ff,., a = ff ,ff m , 



<?i » <"2m+i — <*i , c m . c m+ , , q m+1 + c, , . c m+t , r 2lB+1 ( §. 7. Form. D) 

Daher geht die Formel (41.) in folgende über: 

42. F(ff m +l:ff m ,+....)= ~{a,a m ±-L _ 

Auch ist ' " V * ' B - ± ,,^..„^J 

Ol , «I-M-l = fl l > ß m • » » I , ff m -, • ff„ +I , ff 3m+1 = a i} O m (ff, ff m -f- ff, , ff m ,). 

Daher geht die Formel (40.) in folgende über: 

43. -f(ff +1 :«,+ .. .. + 1 :ff m etc.) 
= — — ( a, a m ±— ~ x 

\ «,o m -f a,,o m _ii — 1« 

«m-f-o,, a„_i etc./ 

Dividirt man (42.) durch (43.), so kommt man wieder auf (39.) zurück. 

letztere Darstellung zeigt zugleich, dafs der Ausdruck (38.) 
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auch richtig ist, wenn die Theilzähler nicht alle =1, sondern vielmehr 
= *, sind. 

109. 

Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, wenn die Gleichung 
(1.) eine reine quadratische, also ß = 0 ist. Alsdann sind die zwei Wur- 
zeln nur im Vorzeichen verschieden: die eine ist +|/(-^)> die andere 
— Y(£). Ist also die grüfete in enthaltene Zahl =6, so dafs 

}/(-£-) = A-f-i ist, so ist — j/(£)= — (Ä + y). Es kann aber nur 

der eine Theilnenner b nicht in der Periode enthalten sein ; denn da der 
nicht periodische Theil des Kettenhruches beiden Wurzeln gemein ist, so 
würden beide Wurzeln, wenn mehr als ein nicht periodischer Theilnenner 
vorhanden wären, mit demselben positiven Theilnenner b beginnen. Von 
der anderen Seite raufe ein nicht periodischer Theiluenner nothwendig vor- 
banden sein, weil der von Anfang an periodische Kettenbruch 

F(a -f 1 : a, -f- . . . . -f 1 : a m -\- 1 : n -f- 1 : a, -f . . . . -f. 1 : a m etc.) 
die Wurzel einer unreinen quadratischen Gleichung ist, wie man aus For- 
mel (38.) findet, wenn man b m = 0 setzt. Es ist also die eine Wurzel 

44. ]/(-£) = F(A-M:o + ....+l:ff«+l:a + ....+l:ff w etc.), 

und daher die andero 

45 ' — = ^-0-ts«m-i+l:ff«.- l +-.+l:«+l:^+-.+l:ff etc.). 

Hieraus folgt b — a„ = — i, oder a m — 2b; ferner 
« = o M _ 1 , ß, = o^_! , o, = o m _ 3 etc. (vergl. §.14.); 
d. h. entwickelt man den Werth der Quadratwurzel einer ganzen oder 
gebrochenen (nicht quadratischen) Zahl unter der Form eines Kettenbruchs, 
dessen Theilzähler alle — 1 sind, so ist der erste Theilnenner nicht in 
der Periode enthalten : diese fängt vielmehr bei dem zweiten Theilnenner 

an ; und enthält sie m + 1 Theilnenner a, a t a m , so ist der letzte 

a m t— 1b, die übrigen sind paarweis einander gleich, und zwar so, dafs 
diejenigen, deren Indices zusammengenommen = m — 1 sind, gleich sind; 
ist m eine ungerade Zahl, so hat die Periode einen mittleren Theilnenner, 
dem kein anderer entspricht (wiewohl er einem der übrigen gleich sein kann). 

Es ist leicht einzusehen, dafe umgekehrt jeder Kettenbruch , der 
die zuletzt betrachtete Form hat, also 
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x = /^+l:ö+l:a 1 +....+ l:o 1 +l:o-rl:2A+l:ff+l:o 1 +....+ l:o l +l:a+l:2Äetc.) 
ist, die Quadrat- Wurzel einer ganzen oder gebrochenen Zahl ausdrückt, 
weil er die Wurzel einer quadratischen Gleichung darstellt, deren andere 
Wurzel = — x ist. Ob aber x* eine ganze oder gebrochene Zahl ist, 
läfot sich leicht entscheiden. Der Kettenbruch (44.) führt nemlich auf die 
Gleichung 

o, c m .,. (ff, ff m — floo^,)^. ff,, ff„ (Form. 38.); 
nun ist 

c, a m =za m .a, c m _, + fl, und a m = ->b; ff , o M _, = ff , , ff m _, , 

IO ' 8l,Ch ff, o—» • *• ~ t>* • o, a«., + a„ a m , 

und 

46. x 1 — b 7 + , 

1 a, a m _, 

also ist x 2 eine ganze oder gebrochene Zahl, je nachdem ff "" m das Eine oder 
das Andere ist. 

110. 

In dem besondern Falle, der hier betrachtet wird, gehen die For- 
meln (22.), (23.), und (24.) in folgende über: 

45. A = «7, 

46. ±1 = 7.c„ff m .o 1 , a m _ l — a.a,a m .a, a m _ x , 

47. ±D = *(a,a m ?-y.(a iy a m y. 

Hier ist also / immer eine ganze Zahl; ferner, da das obere oder untere 
Zeichen genommen werden mufs, je nachdem o, a M . o, , o w _, — ff, a B _, . ff, , c m 

positiv oder negativ ist, d. h. je nachdem J*' ^ m gröber oder kleiner als 

t (a) ' st ' 80 *°^ t S(l .- i<l ' ril - (!a ^ 8 ö TOn Anfang an immer positiv ist. 

Dafs auch / von Anfang an positiv ist, lädt sich am natürlichsten 
aus folgendem allgemeinen Satze beweisen. Wenn irgend ein Ausdruck P 
in einen Kettenbruch, dessen Theilziihler alle = 1 sind, verwandelt wird, 

und es bedeuten ■ "' ° m ~' und - ' ■ <>w zwei auf einander folgende Näherungs- 
werthe desselben, so ist P 1 grüfser oder kleiuer als .f^r! x , je 
nachdem -^-^ großer oder kleiner als , d. h. je nachdem 

o, a m .a i ,a m _ r -a ly o„.a.a m .., = 4-1 oder = — 1 
ist. Denn im ersten Falle hat man " ' = - , also 



v 

Digitized by Go 



— 183 — 

fl. Om-t y O, Im __ f f. «m V O«. i . 

o,, o m -i o,, o„ Va^o,,/ «„ a«* o,,o m .a,, 

setzt man nun P (welches kleiner als i 8t ) = — so ist 

9<Ti ~ T\ (*• I5 ->» fo, ß ,ich 

Im zweiten Falle liegt p zwischen den Näherungswcrthen "j ' und 
und ist kleiner als der letztere ; folglich ist 

(» V ^ O, , tl m -\ «i i °m Qj e p p* «<" .°* °"— •' a » "» 
/*/ a. a n _, * a, a m ' ' I 



Da nun hier zwischen und ^fi. liegt , so ist auch 

y> «,«.,.« . nacl|(]em 

oder = — 1 ist, also in jedem Falle / positiv. Auch ist I? = A—DD,* 
(Form. 29.), also I immer kleiuer, als fjf, und weil a m+l .D=z I+I t 
(Form. 29.), auch D immer kleiner, als 2 {A. 

111. 

Hat man aufcer ß = 0 auch noch a = 1 , so dafs die Gleichung 
< L > in x*-y = 0 

übergeht , und x = = /"^ ist, so sei die gröfote in ^ enthaltene ganze 
Zahl =0 iy also der letzte in der Periode enthaltene Theilneuner = 2 6; 
setzt man daher in dem Ausdrucke a m+l . D = 7-f i, statt a m+ i den Werth 

26, so hat man 26 = I -^p 1 S nun können /, 7 4 höchstens nur = 6 sein, 

ul m > muf* das entsprechende D = 1 , und I s 6, 7 t = 6 sein. Die Formel (47.) 
giebt daher für diesen Fall ± 1 =(a, y(* u c„)% wo das ohero oder 

uutere Zeichen genommen werden mufs, je nachdem ;p L 7 L <v / ~ 7 »*• Da 

der Theilnenner 26 unendlich oft wiederkehrt, so mufs auch D unendlich 

oft = l werden, und es gieht daher unendlich viele Nüherungswerthe 

die so besdjalTi'n sind, dafs ±l = (ff»ff 4 )' — y(<*iy a .f Drückt 
übrigens den Werth von /"y durch 

/•'(ff + 1 :«!+....+ l:a m+ ,-f 1 :a x + l:fl m+1 etc.) 
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aus, wo a — by a mJrl = 'lb ist, und enthalt die Periode ff, ....c„ +I eine 

gerade Anzahl von Theilnennern, so nimmt g * J - eine gerade Stelle in 

der Reihe der Näherungswerthe ein, und ist daher größer als /■/, und 
dasselbe ist bei allen folgenden Näherungswerthen, die dem Theilnenner 
'2b vorausgehen, der Fall; alsdann mufs immer das obere Zeichen ge- 
nommen werden. Ist dagegen die Anzahl der in der Periode enthaltenen 
Theilnenner ungerade, so nehmen die in Betrachtung kommenden Kiihe- 
ruugswerthe abwechselnd eine ungerade oder gerade Stelle ein, und in 
diesem Falle mufs abwechselnd das untere oder das obere Zeichen ge- 
nommen werden. 

112. 

Die eben vorgetragenen Lehren finden eine nicht ganz tininteressante 
Anwendung in der Auflösung der Gleichungen des 3ten Grades. Löst 
mau eine solche Gleichung nach der Curdauischen Regel auf, so erhält 
mau bekanntlich den Werth der Wurzel x unter der Form 

X « fco + fb) + /-(o — fb). 

Ist nun x eine ganze Zahl, so muls \T(a ± fb) — x± f y sein, wo jt, y 
rationale Zahlen bedeuten. Die Regel, welche man gewöhnlich giebt, 
um aus + ^ en g'^chgeltenden Ausdruck s±/y zu finden, führt, 
wie man weifs, wieder auf die Aufgabe zurück, eine Cubische Gleichung 
aufzulösen. Dagegen kann dieser Ausdruck leicht auf folgende M eise ge- 
funden werden. Man entwickele den numerischen Werth von ^(a+fb) 
nüherungsweise, und verwandle diesen Werth in einen Kettenbruch, der 
nur positiro Theilnenner hat, und dessen Theilzübler alle =1 sind: ist 
dieser Ausdruck wirklich die Wurzel einer quadratischen Gleichung, so 
mufs der Kettenbruch periodisch sein, und man kann alsdann aus diesem 
Kettenbruche den Werth von x±/y finden. Es sei z.B. die Gleichung 
xl — bx— 40=0 gegeben, so bat man x=/(20-f |r392)+^(20— /"392); 
berechnet man den Werth von ^(20 -f- /"392), so findet man dafür 

.5,41421 ; verwandelt man nun diesen Ausdruck nach (86.) in einen 

Kettenbruch, so findet man 

3,41421 .... = 3 + - — r 
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Vorausgesetzt, dals alle folgenden Theilnenner ebenfalls =2 sind, hat 
man /"(20 + |T3Ü2) = « ==3 + jq-i— woraus man üc=2 + /2 fin- 
det, was wirklich der Werth von ^(20 + ^392) ist, also 

x = 2 + >r2 + 2-/2 =4. 

Es kann sich zuweilen ereignen, dals ein Kettenbruch scheinbar periodisch 
ist, der bei fortgesetzter Berechnung sich nicht als solcher zeigen wurde. 
Berechnet man aus dem ab periodisch angenommenen Kettenbruche den 
Werth von s + fy, so muft sich sogleich zeigen, ob dieser Ausdruck 

wirklich den Werth von f(a + fb) angiebt. Auch könnte es sein, dals 

sich der Ausdruck ^(c + v^) wirklich in einen anderen z + fy verwan- 
deln tiefte, während der Kettenbruch anscheinend nicht periodisch ist, 

weil man bei Entwicklung des Werlhes von ^(a-f/Ti), die Annähe- 
rung nicht weit genug getrieben hat. Die hierher gehörenden Bemerkun- 
gen können indessen um so eher weggelassen werden, da der Gebrauch 
der Cardanischen Regel so sehr beschränkt ist. 
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Siebentes Capitel. 
Anwendung der Kettenbruche auf die höhere Arithmetik. 

Die Theorie der Kettenbrüche steht mit manchen Theilen der höheren 
Arithmetik, und namentlich mit der Auflösung der unbestimmten Glei- 
chungen des zweiten Grades, iu genauer Verbindung. Soll jedoch ihre 
Anwendung auf diesen Theil der Mathematik in ihrem ganzen Umfange 
behandelt werden, so kann man nicht umhin eine Menge von Lehren 
aus der höheren Arithmetik seihst zu erörtern. Da dies aber hier nicht 
geschehen kann, so soll nur dasjenige hervorgehoben werden, was aus 
dem Vorhergehenden unmittelbar abgeleitet werden kann. 

113. 

Es soll die unbestimmte Gleichung 

1. ax — by = 1 

aufgelöst werden, wo a, b und die unbekannten x, y ganze Zahlen sind. 
Die Zahlen a, b müssen nothwendig Primzahlen unter sich sein, denn wäre 
a—m.ty b=zn.t, so würde die Gleichung 

t(mx — ny) = 1 

widersinnig sein. Man verwandele in einen Kettenbrucb, dessen Theil- 
zähler alle =1, dessen Theilnenner gauze positive Zahlen sind; ist y 
der dem Bruche -y unmittelbar vorhergehende Nüherungswerth, so bat 
man ab i — a i .b-=±\. Gilt das obere Zeichen, so hat man anmittel- 
bar xsst b if yz=.a lt oder allgemeiner 

x = ä, + As, y = «!-{- a-s, 
wo z jede beliebige ganze Zahl bedeuten kann. Gilt aber das untere 
Zeichen, so setze man x = — A,, y = — oder allgemeiner 

x = —b i -\-bz,y = — flrj + as. 
Hieraus folgt unmittelbar de Möglichkeit, die Gleichung 

2. ax — by = c 

aufzulösen, wo wieder a, b, c und die Uubekannten x, y ganze Zahlen 
bedeuten. Es wird vorausgesetzt, dafs a, b, c keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben, weil man sonst die ganze Gleichung mit diesem dividiren 
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kann. Hieraach können auch o und b keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben, weil dieser sonst nothwendig auch in c enthalten sein müfste. Man 
löse zuerst die Gleichung a t — bu = l auf; es sei t = ±b li u — ±a 1 , so sind 

x = +l> L c-\-bz, ys=±a l c-\-az 
die allgemeinen Werthe, die der Gleiohung (2.) Genüge thun *). 

114. 

Wenn die Gleichung x 7 — Ay 7 = D n wo x, y, A, D *•) ganze Zahlen 
sind und Ti<^A ist, wirklich auflösbar ist, so muis j ein Nuherungswerth 
von yfA sein, wenn JA nach §. 107. in einen Kettenbruch verwandelt 
wird; es wird hierbei vorausgesetzt, dafs jr und y keinen gemeinschaft- 
lichen Factor haben. Denn man verwandle y in einen Kettenbrucb, es 

sei dieser «F(o + ltffH + l:a„), also — = Man setze für 

den Augenblick voraus, es sei gröber, als der vorhergehende Nabe- 
rungswerth f^L| nun ist -^4 = ^+» also -£^>^, UD d (weü 
D<fA) ^±<yrA+±; ferner ist 



also 



1^ 
J_ 

80 ( da r7-^<i) T^*^» d ' h * 08 ^ tischen 



und Setzt man nun / = ^a 0 

so ist / eine positive Zahl (§.110.), und man hat 
i. fA = c-f- j—p 

+ , 1 

D 

Wire gröfeer, als so könnte man zwischen diesen Brüchen 

deu Bruch ^ , (o4-l:c 1 4*""4"^ :0 n — = "J" einschalten; alsdann ist 
■ - 

•) Diese Auflosungsmethode verdankt man Lagrange {Mdm. de Tac. de Berlin 
1767). Der Aufsalz Ton Tezri in Memoriedella3ociefaitalianaT.il enthält durch- 
aus hiVMs Neues. 

••) Überhaupt sollen im Folgenden alle Buchstaben ganze Zahlen bedeuten. 

Aa 2 
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T<r~» «md tischen -f und enthalten, so dafe man wie- 

der alle früheren Resultate erhalt, wenn man nur statt -^-^ überall - setzt. 

Soll daher die Gleichung x t — Ay l ^zD, unter der Voraussetzung, 
dafc D<fA ist, aufgelöst werden, so braucht man nur in einen 
Kettenbruch zu verwandeln : findet sich alsdann unter den Werthen von x 
(§. 107. Form. 21.) einer, dessen Nenner D ist, so ist die Gleichung auf- 
gelöst, wenn man den Näherungswerth berechnet, zu welchem die- 
ses s gehört, indem man x=a,a n ; y=.a lf a H setzt, vorausgesetzt, dals 
jr^r>\T4 ist; im entgegengesetzten Falle wird durch diese Wertho die 
Gleichung x'-Ay* = -D gelöst. Ist ^ nicht der Naherungswerth, 

der einem dem mittlem vorangehenden Theilnenner (§.109.) entspricht, 
so kommt der Theilnenner a„ +l , und daher auch D in derselben Periode 

zweimal vor, und es wird alsdann, wenn der Naherungswerth der 

dem ersten D entspricht, der Gleichung x 1 — Ay 7 = — D Genüge leistet, 

der Näherungswerth der dem zweiten D entspricht, die Gleichung 

a?—Ay>=D auflösen, wenn man x=a,a mi y = a it a m setzt. (Vgl. §.111.) 

115. 

Lagrange hat zuerst gezeigt, dals durch Hülfe der Kettenbrüche 
die Gleichung 4< J^jy* = t 

immer auflösbar ist, wenn^ eine nicht quadratische Zahl bedeutet. Zu diesem 
Endzwecke verwandelt man /* A in einen Kettenbruch nach §.111.; es sei 
l r^ = /(a+l: 0l +....+l: flm 4.i;2«+l : o I + .... +1:am+1:2 ' aetc#)> 
so hat man (o, iJ—Afr , o H )> = ±1; 

gilt das obere Zeichen, so hat man sogleich x — a t a mS y = a lf o n ; gilt 
das untere, so ist x der Zähler, y der Nenner des Bruches 
F(a + l:fl 1 +....+l:a m +l:2ö-fI: 0l +....+l ;flmetc .) (vergl. §. III.). 
Die hier angegebenen Werthe sind zugleich die kleinsten, die der Glei- 
chung (4.) Genüge leisten. M ir wollen dies nur für den ersten Fall be- 
weisen, weil dasselbe für den zweiten gilt. Hätte man noch kleinere 
Werthe, als * = / = a m , allenfalls x = p, y= 9f ao müßte 

7 * Naherungswerth von /A sein; es sei £=J^ un d e8 wäre 
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I ' 

aber aus den Gleichungen 

(a, arf — Aia» tt a f r= 1, A.a lf o H .o lt a„_,— o, a n .a, ar= / 
folgt, wenn man die erste mit die zweite mit «1,0, multiplicirt, 

und die Resultate addirt, 

«*_t««,*, also 2 = -^-^; 

eist aber = fl + ^ (5. 3.), also / = a + °" ' SS { 

nun ist o 2 , fl„ und a t , jedes kleiner, als Cj , a H , um so mehr cr 2 > °« — °i > °n-i » 
es muls daher ff 2 , a H = o,, ff»_t sein, weil sonst / ein Bruch wäre: folg- 
lich ist/=o, und — ^ würde den Theilnenner 2a geben, d. h. die 
Periode würde bei a„ endigen, gegen die Voraussetzung. 

Schon $.111. wurde bemerkt, dafs es unendlich viele Wertbe giebt, 
die der Gleichung x 1 — Ay 1 = 1 Genüge leisten, und aus (114.) folgt, 
dafs überhaupt alle Warthe, die diese Gleichung auflösen, aus den Nähe- 
ruogswerthen von fA gefunden werden. Man braucht aber diese Nähe- 
rungswerthe nicht besonders zu berechnen, sondern sobald x=sa,a M i 
y=za iJ a m gefunden ist, so kann man die andern Wertbe von jc, y dar- 



5. a,o m + o lf a m) rA)» = x+yfAl ^ n . ^ ^ ^ 

6. a,a m — a„a m fAy>z=x— yfA\ 9 

bedeutet, so erhält man, wenn man (5.) mit (6.) multiplicirt, 

[(«, a m y—A( ai) OT = *—*f = if 

wie verlangt wurde. Die Werthe von x und y findet man bequemer 
durch die Formeln 

y ^ (a, an + a.,a m ^Ar+(a,a m -- ai ,a m Y-A)* ^ 

8. y = > 2V^2 ' 

Man bezeichne die Werthe von x und y, die dem Exponenten n entspre- 

•) Hirt, de taoad. de Berlin an. 1767. 
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chen, durch x„, y„; sobald nun zwei Werthe x„_i, y_ t und x„, y H gege- 
ben sind, so kann man daraus den Werth von ar n+t , y„ +1 finden. Denn es ist 

(a,a w +a, , a m V A)*-*((a. 0*4-2«, «» «, , «m V^+^[«„ «.)') 

2 

(q, q w -a, . g„ Wrf)-'(( a , a,,)'-^, o-.o, , a m V~A + A (q, , q w )') 
"1 2 ' 

es ist aber auch 

0 (q, q m -f-a, , a M V"^"~ l (2(a, o w )'-{-2q, a».i»n a w y"y f) 

JT ., • Z Xj — O 

. (a, a m - a , , a m V"AY^ (2 (o, a w )' - 2 q, a, . q, , a„ V^ ) 
T 2 ' 

nun ist ^(GjjO^KO*— 1; subsütuirt man diesen Werth in dem 

Werthe von x n+ j, so findet man 

_ («, q w + q, . a-VA)*-* (2(a, o w V + 2 a . a w .a, , a„ WA- 1) 

•Z'n+l — 2 

■ ( fl , flw -o„ flw ^)-'f2( a , flM )' - 2,, a, , a w ^-l) , 

-t* 2 — x n .^ar,— af^„ 

und eben so findet man y^., = y H .2y t — y„_,. Die Werthe x,, x 2 , Xj...., 

und eben so die Werthe y,, y,, y,, bilden daher eine recurrirende 

Reihe, deren Beziehungsseale 2x,, — 1 ist. Dafe die Formeln (7.) und 
(8) keine Werthe liefern können, die nicht in den Nüherungswertheu 
von f A enthalten sind, ist klar; es mufs nur noch bewiesen werden, 
dafs die Formeln (7.) und (8.) alle möglichen Werthe von x und y geben. 

Mau nebue an, es entsprächen die Werthe — , ^ bezuglich den Nähe- 

y« y«+t 

rungsvferthen und ,a g en zwischen diesen Näherungswer- 

then noch andere, die der Gleichung (4.) Geniige leisten. Sei die auf 



o. a, 



zunächst folgende = q * n * m+x - y und zwar 



a,,a r o l ,a r + m + l 

a '+i = 2 a; o r+7 = o, ; a rJfi = a 7 ; .... a^ m+1 = a m . 
Nach §. 9. Formel (F.) ist 

O. t>t+m+i Q . °r _ O, 0,4.. + ! . <7, , O, — a, , Or+rn+i • O, a, _ Qr+t ' a r+m+l 

o,,a, +m+1 o,,a, a n«r a,, qr+m+i .o,, a r 

___ a, . ff- 

a, , a r+m+1 . q, , <i r 

Man findet aber leicht, wenn man statt x„, y„, x„ +1 , y»+i, ihre Werthe 
aus Formel (7.) uud (8.) snbstituirt, daf» x„.y„ + , — x M . 1 .y I1 = «„ a w ist, 

al ?0 - — Sa* = ÜLLfj ; n UI1 „, t 0 o,.^: es wäre also 
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a ' a ' — <.°' " r .— *' af *"t' gegen die Voraussetzune da ia a ' ° r+ "' H 

zwischen ü und ^ liegen soll. 

Man bemerke noch Folgendes: Da alle Theilnenner des Kettenbruchs, 
der den Werth von fA angiebt, die gröfateZahl sind, die in einem Aus- 
drucke von der Form enthalten ist, aber erst das D, welches dem 

letzten Theilnenner 2 a der Periode entspricht, =1 ist, jedes vorherge- 
hende dagegen >2 sein mufs, und / nicht gröfser als a sein kann, so 
folgt daraus, dafs alle Theilnenner, die in der Periode enthalten 
sind (den letzten 2a ausgenommen), =0 oder <o sein müssen. 

116. 

Das Aufsuchen der kleinsten Werthe, die der Gleichung (4.) Ge- 
nüge leisten, führt oft zu sehr beschwerlichen Rechnungen: so z.B. hat, 
wenn A = 3il ist, die Periode des Kettenbruchs, der den Werth von 
/" A angiebt , 34 Theilnenner. Eine Abkürzung des gewöhnlichen Ver- 
fahrens scheint aber ganz besonders von der Auflösung einer an und für 
sich sehr interessanten Frage abzuhängen, nemlich: ob man nicht, wenn 
eine Zahl A gegeben ist, aus derselben alle Theilnnener des 
entsprechenden Kettenbruchs durch eine allgemeine Formel 
ableiteu kann. Die Lösung dieser Frage, die bis jetzt die Mathematiker 
wenig beschäftigt zu haben scheint, scheint um so eher möglich zu sein, 
da man wirklich für gewisse einzelne Fülle den Zusammenhang zwischen 
A und den Theilnennern nachweisen kann. Einige solche Fülle haben 
schon früher Euler*), K aus ler**) und Degen***) gegeben; sie lassen 
sich aber sehr vermehren. Ich habe in der folgenden Tabelle nur eine 
Anzahl von Formeln zusammengestellt, in welcher die Anzahl der Theil- 
nenner nicht sehr grols ist ; sie enthalten die meisten der früher bekannten 
als einzelne Fülle. Hierbei ist folgendo Abkürzung angewandt worden: 
Da dieselben Theilnenner in der Periode in umgekehrter Ordnung wieder- 
kehren, so sind die Theilnenner überhaupt nur bis zum mittleren 



■* 

iu Klammern eingeschlossen worden (§. 109). War kein solcher mittlerer 
Theilnenner vorhanden, so sind die zwei mittelsten und einander gleichen 
Theilnenner in Klammern eingeschlossen worden. Findet man also z. B. 
bei Formel [6] die Theilnenner n,l t (n — 1) angegeben, so heust dies, 
dafs die Periode aus den Theilnennern 1, n — 1, 1, 2n besteht. 



•j A'oi« comment. acad. Pttr. T. 11. pg. 46. 
•*) ]\Um. de tac. de Pelersb. T. 2. pg. «5- sqq. 



•") 



Canon Peüianus pg. XV IL 
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Ist die Zahl A 


bo Bind die Theilnenner 


l 1 ] 


— W H f III »•••••« 


— m n. (2 n 1 


[2] 


=m t n*+2m 


~m w, (») 


[3] 


— /n n -)- m n ........... 


= mn. (1) 


TAI 
[*] 


■ — "i [n^Z) —Zm ......... 


= m ( n 4- 2") — 1 1 (2/i — Ii 


rn 

[ J ] 


__ . 4\1 10/— 4 \ _ 

= m» + m — 1 J f /(mn + m — 1; — n . . . 


a=m(/i + D— 1, l.(2(m— IM 


rfil 


= n /? — 1 


= n 1 (n — 1) 


l 7 J 


— /o » _L 1 - 1 n 

— + +(*n+Jj 


= 2n+3 i.(n) 




_/o_, 1 1 \» „» 0 _ 

— l(m + m)/i — {l+zm)\ + (l+2//0n — * . 


= C2m4 l)n — 1. 1. (2m — 11 




— (m' + m) n — (1 + 2 m), wi. (2) 


r i Iii 

[101 


— (U n — i;-t"*7t — 1 . . 


= (6n 1) 3 (3/t 1) 


r 4 4 1 

["] 


— / — J n,l 1 k„ 1 4 

= ^t)n + ^j+0»i+i. • • • 


= 5n + 2. 2 (2n, 


[12] 


= (|J)1 — Z) fo» — 1 ........ 


= 15/« — 2 3 (1) 


r 4 Ol 

[13] 


ss ^«j/i- i ui )t , *'*t*« • • • • • • • • 


= 3/i4-l 1 1 (2n1 


[14] 


— {Sn-f\)-fZn-\->- ' • • 


= 3n + l 2 i. (3/0 


[15] 


= (J/i+l) +■*«+* 


— ;i n + 1 1 2. 3r + 1 


[16] 


= 4/i + 4« — <J 


= 2»t 1 » 1 f21 




1- "T\l 1(1 JE 

= (1ör — /) +Hn — 0 ........ 


— 15n — 7 2 1 (2) 


r 1 Ol 

[18] 


= (lUn — «J; T* n — 1 


— lOn — 3 4 1 (5/i — 31 


[19] 


— ihn — 17/i + ^=(4n — l)(9n — 2) . . 


= 6/1—2 1. 1, (2) 


[20] 


= (y*i + .i) fön + i 


= Q n 19 2.4. (9n + 2) 


[21] 


= ( 1U n — 6) + ll/i + o ........ 


= 10 n — 3. 1. 1. (4) 


[22] 


= (Z\)m-*-0) -f- J l m -f- 16 — 1 ^Hi rn-f / ) m-f- 11 ) 


= 20m+8. 1. 3 (21 


[23] 


= (//! — Z) +On —Z . . . 


= 7/t—2. 1. 1.3. (7n— 2) 


[241 


= (l/n — oj + l^n — .c 


= 17/1 — 3. 2. 1. 5. (17n — 3) 


[25] 


= (7/i + l)+0/i + l. . . . . . . . . 


= 7n + l. 2 2. 1. (7n) 


[26] 


s=(bn + ^) + 4/t + l ...».*... 


= 6« + 2 3. 3n. 1.(4) 


[27] 


= (4rtt^) +0 


= 4n + 2, n. 1. l.(2n) 


[28] 


= ^y/i + «J) flo • . . . 


= 9n + 3, n, 2, 1,2/», (9/1 + 3) 


[29] 


= ("i — <Jy •j-*"" — «* ........ 


= 9/i — 3, 1, 1,3, l,(9n—4) 


[30] 


— IJn — 4j ■+ IUI» — 4 


— {'in — 4 1.2.3/1 — 2.1.5.(6/1 — 2) 


131] 


= (l^n + Oj 4-o« + o 


= 12r + 3 2.1.3n,5, 1.(6«) 


[32] 


= (Ön + o) -f-K';j-|-,) 


=6/1 + 8 1 n 2.3/1+3 l.(4/i+4) 


133] 


= (4n + l; , + (3n+l) , 


= 5/1 + 1. (2.2) 


[34] 


= (lon+^) +(o« + l) 


= 17/1+2 (4. 4) 


[3')] 


= (2n-f-l)+-J 


=s2/i+l. /i.(l. 1) 


[d<.J 


/4» — 1^' 4- flu I i* 


= 5n—2 1.(1. 1) 


[37] 


= (15n— 2) l +(8n — 1)* 


= 17/i-3, 1,(3, 3) 


138] 


= (12»-7) , + (5n — 3)' 


= 13«-8,2,(1,1) 


139] 


ss^On + ir + ^ln + l) 1 

= (12«— 5/ + (5n— 2)' 


= 29/1 + 1,2,(2,2) 


140] 


= 13n-6, 1, 1,(1, 1) 


[41] 


= (6n+ iy +(8/1 + 2)» 


= 10* + 2, 4, 1,5/1,(3,3) 


1*2] 


= (6n-l) , + (8/1-2)' 


= 10n-3,l I 4,5«-2,l > (2.2) 
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Diese Formeln, die eich noch in s Unendliche vermehren liefsen, kön- 
nen mit gutem Nutzen gebraucht werden, wenn man Tafeln berechnen will, 
die für jedes A die kleinsten Werthe von x und y angeben, welche der 
Gleichung x 7 — Ay* = ±l Genüge leisten. Sie geben übrigens zu eben 
so viel einzelnen Theoremen über diese Werthe Veranlassung. So z.B. 
kann man sagen, wenn A = ri 1 -f- 2 n — 1 ist, so sind die geringsten Werthe 
von x und y t die der Gleichung x 7 — Ay 2 =l Genüge leisten, nach [6], 

Zühler und Nenner des Bruches d.h. x = /2(/2-f2), j = /2-f-l. 

Einzelne Formeln künnen auch bei der Untersuchung über die Zerfällung 
der Zahlen in Factoren dienen. Ist z.B. die grö&te in / A enthaltene 
Zahl 6/2 — 2, und die Periode des entsprechenden Kettenbruchs 

= 1,1,2,1,1,2,(6«— %\ 
so ist nach [19] die Zahl A nothwendig ein Product aus den Factoren 
(4/2 — 1) (9/2 — 2); einen ähnlichen Satz würde [22] geben. So lange 
jedoch diese Formeln noch vereinzelt sind, künnen sie nur einen sehr 
untergeordneten Werth haben. 

116. 

Die Gleichung x 2 — Ay 7 = — 1 ist nach $.111. und 114. nur und 
immer auflösbar, wenn die Periode eine ungerade Anzahl von Theilnen» 
uern enthält, d.h. wenn sie keinen mittleren Theilnenner hat. Es ist 
daher interessant, zu untersuchen, wie die Zahl A beschaffen sein mtüs, 
damit diese Gleichung wirklich aufgelöst werden kann. Man nehme an, 
es sei a die gröfste ganze in /" A enthaltene Zahl, und die Periode be- 
stehe aus den Gliedern 

Oh ff,, ... . a ni a„, . . . . a 2f a lt 2a f 

so ist 

/•^ — ß + 1_ ss a + (§.14. Form. 8.). 



* 

1 




Man setze nun 
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1 



SO ist 



^= + Ä • 

2y-(°i> a -)4- a I » «—» 

Hieraus findet man nach gehöriger Reduction 

q j [o ( o . , c) + q, , a w ]* + [a (a , . o._Q + o„ a,.,]' (q . o„V + (o, <i_,) f 



io. («, O 1 — ^(««, «J = — [(«.«-O'-^C«!» «»-.)']• 

Nimmt man nun an, dafs 

bezüglich die Werthe von % sind, die den Näherungswerten ~^=? , 
entsprechen (§. 107. Form. 21.), so ist 

(a,a n y —A(a lt o H y =±A, 

folglich 

A = D, 
A=l? + DD, (§. 107. Form. 29.) 

11. A = I* + D 1 \ 
Die Zahlen /, und D, künnen keioen gemeinschaftlichen Factor haben, 
denn hätten sie einen solchen, so müTste er nach (11.) auch ein Factor 
\ouA sein; hieraus würde folgen, dafs er auch ein Factor von a, a H ist, da 
man (ff, ff.) 5 = ± D, -f- A (o, , o 11 ) , hat, und eben so würde folgen), dals er 
auch ein Factor von o, ist; es mühten also o, c, und ff, ff_, einen ge- 
meinschaftlichen Factor haben, was nicht möglich ist, da sie Zähler und 
Nenner des Kettenbrucbs 

F(a n + l:a n _ l + .... + l:a) 

sind (§. 10.). 

Die Gleichung x 1 — Ay 7 = — 1 kann daher nur dann statt finden, 
sich A in zwei Quadrate zerlegen läfst, deren Wurzeln Primzahlen zu 
sind; es mufs daher A entweder = (2/)' + (2 ff + if oder 
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= (2/+ l)* + (2«4-l) 5 sein, d.h. die Gleichung hat keine Auflösung, 
wenn A in der Form 4/i oder in der Form 4/i-f-3 enthalten ist. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dafs auch y die Summe 
zweier Quadrate ist, deren Wurzeln Primzahlen zu einander sind. Da 
nemlich y der Nenner des Kettenbruchs 

F(a + l:a 1 + .... + l:c ( , + l:a„-f-....-fl:o 1 ) 
ist, so findet man y « (« n «.)'+(«!» «—i) a ; a u a, und «„ff»., sind 

Zähler und Nenner des Kettenbruchs F(<jf,, -|- 1 : -f- . . . . -f- 1 : a,), und 
hüben duher keinen gemeinschaftlichen Factor. 

117. 

Hat die Periode einen mittleren Theilnenner, so daXs sie aus den 
Gliedern 

a i> °mt •••• °n» o^.it o n .... a 7 , o, 
besteht, und ist a die grinste in enthaltene Zahl, i der erste Nähe- 
rungswerth, der der Gleichung 

x>-Af = \ 

Genüge leistet, so ist 

"** 7 j 

a »+i H 

Hieraus findet man 

P = °,°» • °i » 0» + 2 ß, , + °> • «i • «* » i 

Substituirt man diese Werthe in der Gleichung 

p* — A f = 1 a (a, c^, . a t , o„ — a, a, . o, , o^,) 1 , 
so erhält man 

[(«, o„Y — A(a it a,)*] («•+!• • *. +2 ff„ «->) = ± 2 ff » a -> 
nun ist aber auch (<jj ü j^ A(fiu ,j> m +/>•), 
folglich 

, „ , _ 2o,a, 

12. B^,8 U «„•f^au«^ «B fj-| 

d. h. D ist ein Factor von 2 o, c„ . 



•) Wenn nemlich der Werth tod z ist, aus dem man o n+ , findet. 

Bb 2 
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Die Zahlen a,a n und a lt a n haben keinen gemein schalt lieben Fac- 
tor; ist daher D eine ungerade Zahl (und mithin ein Factor von a, o„), 
so folgt 

** D D — 

D muü also auch ein Faotor von A sein. Es sei a,a m s=k.Dy Az=l.D t 
so folgt aus (13.) 

14. DJP mm^U 

htD eine gerade Zahl =2£, so ist E ein Factor von die Gleichung 

(12.) geht daher in folgende über: 

15. ^_^^ = ±2 ; 

es mufs hier wieder E ein Factor von A sein; setzt man a,a„ = k.E, 
A = l.E, so hat man 

16. l(a lt a n y — E.* J = ±2. 

Ist A eine Primzahl von der Form 4rt-f-l, so mub l — 1 und A=D 
sein, wenn D eine ungerade Zahl ist; die Gleichung (14.) geht alsdann 
in folgende über: 

17. (a lt a n y-A.^=: + U 

Diese Gleichung kann aber nicht statt haben, man müge das obere oder 
untere Zeichen nehmen; denn im ersten Falle würde die Gleichung 

3? — Af = — l 

eine Auflösung haben, was nicht möglich ist, da der Kettenbruch einen 
mittleren Theilnenner bat; im zweiten Falle würde die Gleichung 

x 1 — Ay*=si, 

durch Werthe von x und y aufgelöst werden, die kleiner als p und q 
sind, was ebenfalls gegen die Voraussetzung ist. Aus Gleichung (16.) 
würde folgen 

18. <Q lt0l $-Ak* = ±% 

wenn A = E und folglich / = 1 wäre ; diese Annahme ist aber unmöglich, 
weil sonst D = 2A f also D>'lfA wäre, gegen $.110. Es mülste folg- 
lich £= l,A = l sein, und es würde daher aus Gleichung (16.) die Gleichung 

19. t*—A(a l ,aj l s=±2 

folgen. Sind aber k und a l9 a n beide gerade Zahlen, so sind ihre Qua- 
drate in der Form 4m enthalten: es mülste daher k 7 — A(a lt a„f durch 4 
tbeilbar sein. Ist * eine gerade, a lt a n eine ungerade Zahl, so ist k> in 
der Form 4m,(c lt a,) 3 in der Form 4/n-f-l enthalten: es ist also auch 
A(a lt atf in der Form 4/w-f 1 enthalten, und daher kann k i —A( < a lt a m y 
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nicht durch 2 theffljar sein, Ist endlich a tf a n und k ungerade, so ist 
sowohl k 2 als auch (a it a n ) 7 in der Form 4-7/2 + 1 enthalten, daher mufs 
k* — A(a n a m )' durch 4 theilbar sein. Es kann daher unter der Voraus- 
setzung, dals A eine Primzahl von der Form 4/i-j-l ist, weder die Glei- 
chung (17.) noch die Gleichung (19.) statt haben, d. h. es kann überhaupt 
eine solche Zahl nicht so beschaffen sein, dals die Periode des ihrer Qua- 

(JrstWUPZöl entsprechenden Ivottonbruclis OinOn mittleren r l liOilriönncr (*nt— 

hielte; es ist daher für eine solche Zahl immer möglich, die Gleichung 

x»~ ^y 2 = — 1 

zu lösen, und sie besteht aus der Summe zweier Quadrate, deren 
Werth man jedesmal durch die Entwickelung des Kettenbruchs finden 
kann; es ist nemlich 

A=I*+D*, 

wo Ii und D L die in $.116. bezeichneten Werthe haben. Die Natur der 
Zahlen I t und D, kann noch genauer bestimmt werden. Es ist klar, daß» 
eine dieser Zahlen gerade, die andere ungerade sein raufe: es ist aber 
immer I t gerade, Z), ungerade. Denn in $. 116. wurden die zwei 
Gleichungen 

(a,af -A{a lt a H f e±A, («,«*-i) , -^(«i,«-,) , = +Di 
gefunden; da nun fl, a m .a lt — a n «„. a, wo ± 1 ist, so können die 
Zahlen ff, a n ; a lf a„; o, o„_i; ffi,ff*_i weder alle gerade noch alle ungerade 
sein; es müssen vielmehr entweder drei ungerade und eine gerade sein, 
oder es müssen von den Zahlen ff, ff«; a^a^i a, a n _ t i er,, a H entweder 
nur die zwei ersten, oder nur die zwei letzten gerade sein. Die Voraus- 
setzung, dato drei Zahlen ungerade sind, eine gerade, ist aber unstatthaft, 
weil sonst von den zwei Ausdrücken 

(a, a J-A(a if a m y und (*,*~tf-<*(*tt 
einer einer geraden, der andere einer ungeraden Zahl entspräche. Es 
mxih daher nothwendig eine der zwei Zahlen a, o„ und a lt a m gerade, die 
andere ungerade sein, und dasselbe gilt von den zwei Zahlen o, o n _ t und 
c,, Mithin ist (a f a n ) 7 — A(a lt ff,) 1 und (ff, ff„_i) 2 — A(a n ff„_i) 1 , also 

auch A eine ungerade Zahl, und I t eine gerade*). 

118. 

Ist A eine Primzahl von der Form 4m + 3, so mufs der / A ent- 
sprechende Kettenbruch eine Periode mit mittlerem Theilnenner haben 

•) Dies bat zuerst Gatfs aof aoderem Wege gefunden. D«g. arith, ort. 265. 
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(116.)* Da nun die Gleichung (17.) auch Cur diesen Fall nicht statt haben 
kann, so mufs die Gleichung (19.) gelten, also D = 2 sein, bt A von 
der Form 8m+3, so kann nur die Gleichung 

i I -^(a l(fl ,) , = -2 > 
tat dagegen A = 8m-j-7, nur die Gleichung 

realisirt werden. Denn es ist einleuchtend, daß» in Jedem Falle die Zahlen 
* und a tt a m ungerade, also ihre Quadrate in der Form 8m + 1 enthalten 
sein müssen. Ist A= 8 m + 3, so kann nicht ** — 2 = A(a ly a n )\ d. h. 
8wJ _|_l__2 tm (8m + 3) (8/Ti + l) sein, und ist ^ = 8m-t-7, so kann 
nicht i J + 2 bs A(a n a n )\ d. h. 8m +1 + 2 = (8m + 7) (8 m +1) sein. Da 
o t a n =kE und £=1 ist, so hat man, wenn A in der Form 8m + 3 
enthalten ist, 

(a,a n y-A(a t ,o n T = -2i 
ist dagegen A in der Form 8m +7 enthalten, so hat man 

(a,a n y-A(a lt aJ = 2, 
d.h. je nachdem A eine Primzahl von der Form 8m + 3 oder 
8m + 7 ist, wird der mittlere Theilnenner eine gerade 
oder ungerade Stelle einnehmen, weil, je nachdem das Eine oder 

das Andere der Fall ist, kleiner oder gröber als fA sein, und daher 

<i„ eine ungerade oder gerade Stelle einnehmen mufs. 

Sobald A eine Primzahl ist, so kann nur in dem Wcrthe des 
Ausdrucks ^^ +f , aus welchem sich der Theilnenner ergiebt, D=2 
: denn fände sich ein anderer Ausdruck r~ , der einem anderen 



Theilnenner entspräche, so würde sowohl die Gleichung x 1 — Ay l =t2 
als ar* — Ay 1 = — 2 aufgelöst werden können, was, wie so eben bewie- 
sen wurde, unmöglich ist (vergl. §. 114.). Übrigens hängt der Beweis 
des Satzes, dab die Gleichung x 1 — Ay = — 2, und die Gleichung x*—Af 
= 2 bezüglich nicht für die Zahlen «4=8m-f-7, ^ = 8m+3 statt ha- 
ben kann, nicht von dem Umstände ab, dab diese Zahlen Primzahlen 
sind, sondern gilt auch für alle übrigen. 

Das Vorstehende bietet ein neues Hülfsmittel dar, die Prim- 
zahlen von der Form 4« +3 von den zusammengesetzten Zahlen in vielen 
Fällen zu unterscheiden. Ist nemlich eiue Zahl A = ±n + 3 gegeben, s<> 
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entwickele man den dem Werthe /* ^ entsprechenden Kettenbruch. Ist als- 
dann in dem Ausdrucke > ^^" / , aus welchem man den mittleren Theil- 

nenner findet, D nicht =2, so ist man sicher, dafc A keine Primzahl 
ist, wiewohl umgekehrt J9 = 2 und A dennoch eine zusammengesetzte 
Zahl sein kann. Sobald A eine ungerade Zahl und D=2 ist, so ist der 
mittlere Theilnenner q„+ x = a oder = o — 1, je nachdem o eine ungerade 
oder gerade Zahl ist. Denn aus der allgemeinen Gleichung 

A^If + DDt (§.107., 29.) 
folgt im vorliegenden Falle, wo £>, = 2 ist, 

I? = A—2D, 

oder 

wenn man A = a 1 -\- m setzt, 



/,>ff-2; 

da aber zugleich /, nicht greiser als o sein kann, so kann es nur = « 
oder =. ff — 1 sein. Ferner muH» /, eine ungerade Zahl sein , weil A 
ungerade und A = I? -f-Z)Z) 4 ist, folglich = oder =o — 1, je uach- 

dem o ungerade oder gerade ist; da aber die grölst e in T, ' ent- 
haltene Zahl ist, so folgt a n+l = / t . Man kann daher auch sagen: wenn 
A eine Primzahl von der Form 4/?-f .*> ist, so miüs der mittlere Theil- 
nenner = o oder = c — 1 sein, je nachdem ff ungerade oder gerade ist. 
Für den Werth Dt= 2 folgt (aus §. 117. Formel 12.): 

• +l — a — a » 

nun ist 

C» O n = 0.0 M O fl -f Cj, ff., 

also 

c = ö + «,.".-H.^ t 
Ist -^==4n-f 3, so hat man daher o s , o„ = 2 a It ff,-,, wenn « 



ist, und 2ff 1 ,o IKM --ff J ,ff 1 , = c 1 ,ff l ,, wenn a gerade ist. 

119. 

Die Aufgabe: alle Werthe zn finden, welche der Gleichung x* — Ay* 
es 1 Genüge leisten, ist als einzelner Fall in folgender allgemeineren ent- 
halten. Es sei der Ausdruck 7 ~*")f^ gegeben, wo 2/, D, A ganze Zah- 
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leo bedeuten, und /</ "A, D<2fA ist; man soll die Werthe finden, 
die der Gleichung 

20. **— Af=u? 

Genüge leisten, wenn n den größten gemeinschaftlichen Factor der drei 
I» 

Zahlen 2 1, D, — ^— = J9° bedeutet. Da hier von Anfang an die Werthe 

von I und D in Grenzen eingeschlossen sind, so lnuJk derselbe Werth 

auch wieder vorkommen, wenn man die Entwickelung dieses 
Werthes durch einen Kettenbruch ausführt. Dieser Kettenbruch ist 
von Anfang an periodisch. Es seien die Glieder der Periode 



D 1 «,+ D 

^ l a i»«»+«l.O|>-l 

D 

Hieraus findet man die zwei Gleichungen 

^&r- ' ° l > a » + (° l > °— 1 ~ a > c -) 7> = 0 » 



also 
und 



g-.«if«»1 77- 0, 

£> 2 » 

ff, ff_i = Oi , ff » — ßi— = g • 

Man setze c, fl m - ^f=. 7= <p; ^==^, so ist 



= (c, o m ) a — 2ffl ' °- a - /_ -D' 

= (ff, ff.) 1 - 2 ff , o. («.«--«»--) - ff , , ff m . ff, ff ^ 

= O, O» • «I , °m-l — ff» , 0„ . ff , ff,,», = ± 1, 

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muls, je nachdem 
grüfeer oder kleiner ab bt » d * h * i e nacbdem * AnzahI 
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der in der Periode enthaltene Theilnenner gerade oder ungerade ist ; setzt 
man im letzteren Falle den Kettenbruch 

F(a+1 :a t + .... + ii a m + lia + l:a l + .... + i:a n ) = £ t 

Es kann nun leicht bewiesen werden, dafs im ersten oder letzten Falle 
bezuglich 

n.<p und nyp oder n.<p' und «d/ 
die kleinsten Werthe von x und y sind, die der Gleichung (20.) Genüge 
leisten, und dafs man alle übrigen Werthe durch die Formeln 

_ (n q> + n xj>VA)'-\- (n y - nxpVAY 
x 2 ' 

(n a 4- n yVAY - (n y — n y >TAf 
y 2VÄ~ 

im ersten Falle, oder durch die Formeln 

x 2 » 

_ (n y ' + n ip' VA)' — ( ntp' — nip' VAf 
y ~~ 2V~A 
im zweiten Falle erhült. Die genaue Erörterung wird jedoch hier über- 
gangen, um die Abhandlung nicht zu sehr auszudehnen *). 

Schliuslich möge noch Folgendes bemerkt werden. Die Eigen- 
schaft der in der Form 4n+l enthaltenen Primzahlen, dafs der ihrer 
Quadratwurzel entsprechende Kettenbruch keinen mittleren Theilnenner 
enthalten kann, kann in vielen Füllen dazu dienen, diese Primzahlen von 
den zusammengesetzten zu unterscheiden. Ist nemlich eine Zahl ^=4n + l 
gegeben, so verwandle man fA in den entsprechenden Kettenbruch ; ent- 
hält dieser eben mittleren Theilnenner, so weifs man mit Gewusheit, dafe 
A keine Primzahl ist. 



♦) Di« Auflösung der Gleichung (20.) hat zuerst Gaufe gegeben (Diso, arithm. 
ort. 199.); man vergleiche auch Legend re Theorie dei nombr. pari. 1. §. IX. 



Cc 
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Zusätze. 

Zu $. 17. 

gendre gebraucht. S. TW de fönet, ellipt. T.2. w 509. 

Zu §.28. 

Mau vergl. Euler Introd. in. anal, inf Cap.18. 

Au m erk. Da *' 
1 4. Afj - 1 

«o kann man statt «,+^,ar*— Ä» 

\ «. — 



auch folgenden Auadruck schreiben : " ' 

Aua dem Ausdrucke **.«./' 

findet Euler ^ 2. W . 155.) ^mittelst der Formel (2 ) 

2 = 1+ i 

3.4 

oder 0etc -' 

und bemerkt hierbe, „cujus veritas non fädle perspicitur, ouoniam nu- 
mm faetorum m numeratore et denominatore non ae f ualel «Utui P os- 
sunt enamst amöo s,nt infiniti.» Indessen hüst .ich die Wahrheit die", 

unidTt P an ; t a , au . f fo,gende Weise darthu "- nJTZ 

unendhche Product stuck weise, so hat man 

1.3. 2'. 3. 5. 4» — 1.2'.3 , .4TT = T» 
2^^3V4^ 1.2\3'.4'.5\6 6 
1.3.2».3.5.4\5.7 ~ l".y».d\4\j\ ~- T ^ 
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Überhaupt kommen im Zähler die Quadrate aller ungeraden Zahlen vor, 
und aufserdem kommen alle geraden Zahlen doppelt vor, so dafe (2 m — l) 1 
zwischen 2 m und 2 m steht. Im Nenner dagegen kommen die Quadrate 
aller geraden Zahlen vor, und ferner alle ungeraden Zahlen doppelt, so 
dafs jedes Quadrat (2m)' zwischen 2m +1 und 2m-fl steht. Nimmt 
man daher den Zähler bis zur Stelle, wo der Factor 2 m zum ersten 
Male vorkommt, so wird dieser 

= 1.2'.3 2 ....2(m— l) J 2m; 
nimmt man hierzu den Nenner bis zum Factor 2 (m—t)\ so wird der Nenner 
= 1 2 .2 2 .3V.. . 2(m — l) 2 .2m — 1, 

und der ganze Bruch 

T. 2V3'....2(m — \y.2m 2m 

— l\2\3\...2(»i — l)\2m — l~~2m— 1* 

Nimmt man dagegen die Zähler bis zur Stelle, wo der Factor 2(m — l) 1 
vorkommt, so wird dieser 

= V.2\y (2m— l) 2 .2m; 

nimmt man hierzu den Nenner bis zur Stelle, wo 2 m + 1 zum ersten 
Male vorkommt, so wird dieser 

= 1.2\3 5 .. . .(2m — l) J .2m + l, 
und der ganze Bruch 

1.2'.3»....(2m— l)'.2m 2m 

— 1.2*.3 a ....(2m— l)*.Sv+l 2m-f l* 

Ist nun m unendlich grofs, so fallen in beiden Fällen Zähler und Nenner 

zusammen, und man hat daher 

j 2.1*. 2. 4. 3 . 4 • • • • 
1 . -J . 2 2 .3.5. 4* . . • • 

Zu §. 34. 

An die Formel 

(a) *»(*).(') 

lüfst sich die allgemeinere Frage knüpfen, wie man das Product zweier 
Kettenbrüche wieder unter der Form eines Kettenbruchs darstellen kann. 
Es seien die zwei Ketteubrüche 

[lj = c + ^- T und [2]=^ + ^-- 5 ; 

°, + - 1 + b 



gegeben: man soll einen dritten Kettenbruch 

C c 2 
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ist. Verwandelt man den Kettenbrucb [1] in eine Reihe (nach §.28.), 
so dafe r . , , 

ist, und eben so den Kettenbruch [2], so dafe 

ist, so hat man bekanntlich 

[1].[2] sss aA(i + y. +y a + 7j + . ...), 

wo 7i = *i + 3,; y J = « 1 + « 1 ß 1 + ß J ; y^eb + flhß. + a.ß + ß, u.s.w. 
ist. Hieraus folgt (nach $.32.) 

M-PJ-fl+fc-^- Xa.A. 
\ 1-^ — \ 

Es ist aber "+*^fa=s) 

■••i «•«»•«i,o»' 3 o.o, , o, .«, , a, * * * * 

Hl ^ A.A X .A X ,A^ A.A t ,A t .A t ,A t 

und daher 

7 , — _ 

a.a,.^.^f, o.a 1 .o,,a, A.A t .A lt a % f 

v— b,.b t .B x b^B^Bj , B,.B t .B, 

" •.•„»,..„«, a.a,.«.,,^.^, a . ai .A.A,^ lt A, ^ A^l t ,A t .A t ,A t > 



Wendet man diese Erörterungen auf das Beispiel des $. 34. an 
[l] = (l + *) p , [2J=(1+*)" setzt, so ergiebt sich 

assl, c. = l, ffjS =2 + (r— c,= 3 + (r— 2)x.. . . 
b^rx, b 7 = — (r— l)x, — 2(r— 2)x.... 

^s=l, ^ = 2 + (/2-l)x, ^, = 3 + (/.-2)x.... 

folgüch ßj= -C— 0*, S, = -2(/i-2)x...., 
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yi = (r + n)x, 

<y ^rjuM r(r-i).x* . ».(n-l)x'l (r+»-l)(r+,,V 

72 ' 2-f-(r— l)x— (r— l).r ~ 2-f-(n— t)x— (ji— l)x "~~ 2 » 

„ _ 2r(i— t)(r-2)x' r(r- l)/,.x' , r.n(»-l)x' , 2n(n-l)(n-2 )x' 

™ ~~ 2.6 T 2 1 2 1 O 

_ (r+n) (r+n-1) H-n-2)x» 
6 ' 

also 

(l-fx)^ = l+ (r+/ ,. 1)(r+n)3 .» ;2 

fr+nW J. fr+»-lX'-f»0* > (r+>«)x.(r+ W ) (r-f n-l)(rfn-2)x': 6 

VTW 2 (r+/.-l)(r+n)x» , (r+«)Cr+»-t )(r+n-2)ar' ^ 

2 ' 6 

findet man, nach gehöriger Reduction, 



9 1 fr -I n 1W 2(r+n- 2)x 

wie schon $.34. gefunden wurde. 

Auf ähnliche Weise würde man auch einen Kettenbruch finden 
können, der dem Producte von mehr als zwei Kettenbrüchen gleich wäre. 

Verbindet man das hier über die Multiplication der Kettenbrüche 
Gesagte mit der Bemerkung, dafo man jede ganze Zahl, und zwar auf 
verschiedene Weise, in einen Kettenbrucb, der ohne Ende fortläuft, ver- 
wandeln kann, so kann man hierdurch eine Menge von Formeln ableiten. 

So z.B. ergiebt sich aus dem Ausdrucke m — - - die Formel 



[4 ] m = " m nm (vergl. $.65.). 



. n m 
n — m + 



n — m elc 

lülst sich schon manche merkwürdige Beziehung finden. Setzt 
z.B. n = m + i, so hat man m = ''"^ . , (wie man auch finden 

>, wenn man den ganzen Kettenbruch wm x setzte, weil alsdanu 
JC = ^ti wäre). Setzt man /i = m + 2, so hat 

[5] m = w - w+2 , 

2 + etc.; 

eben so ist 
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[6] r = r -^±l 



also 

[5 ],[6J=mr = Tnrw,r + 2 

2 + 



und wenn man eine gröfsere Anzahl von ganzen Zahlen m, r, s, t, ... . 
in Kettenbrüche verwandelte, so Kinde man auf dieselbe Weise 

w.m + 2 r.r + 2 .«.J + 2 __ (mri.-)(mrt..,. + 2) 

,777». ,„+2 * t> , r.r + 2 X n , s.s-f-2 * (mr5..,.)( W ri....+2) ' 

*"> 2^ * + ~2^. 2li^ T 2eic. 

Diese Betrachtungen lassen sich ins Unendliche fortsetzen, bieten aber 
weiter keine Schwierigkeit dar, und können daher hier abgebrochen werden. 
Auf eine andere Weise kann jede ganze Zahl in einen Kettenbruch 

vermittelst der Formel m — m — 1-f — verwandelt werden, au« welcher 

in 

man _ 
[7] m = m — \ + 



m-l+ " 



m — 1 elc. 

findet. Es böte sich hier auch die Gelegenheit dar, mancherlei interes- 
sante Reiben zu entwickeln; der Kürze halber möge bier nur folgende 
Platz finden. Setzt man in Formel [7] für m den Werth 2, so hat man 

2 



2=1 + 



1+ 2 



14-*— 



etc.' 

verwandelt man diesen Kettenbruch nach (§. 28.) in eine Reihe, so fin- 
det man 2 r 2 . 2 . ^ 

2 = 1 + T _ T - 3+ 3-5-0I +TT2I •••• 
Das Gesetz, nach welchem diese Reihe fortgeht, ist einleuchtend 

Eine andere Formel, vermöge welcher man eine ganze Zahl in 
einen Kettenbruch verwandeln kann, ist auch folgende: 

[8] mesm + i-J=_ — 

m + l ^m + le t r.' 
welche man aus m = m + 1— — ableiten kann (vergl. §. 62.). 

m 

Verbindet man nun eine der Formeln [4], [7], [HJ mit irgend einem 
bekannten Kettenbruche durch Multiplication, so kann man hierdurch eine 
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unzählige Menge neuer Kettenbrüche finden. Jedoch muCs der Verfasser 
gestehen, dafe er auf diesem Wege, gegen Erwarten, nur sehr verwickelte 
Ausdrücke gefunden hat, selbst wenn die einfachsten Verbindungen ange- 
wandt wurden. Es soll z. B. der Kettenbruch 

, = 2-^ 

2 - 

2 elc. 

(den man aus Form. [8] erhalt, wenn man m es 1 setzt) mit dem Ketten- 
bruche n | 

Y = M (f< 49 - Form - 5 «) 

1+ — O 



letc 

multiplicirt werden. Setzt man den ersten Kettenbruch = [1J, den zwei- 
ten = [2], so hat man 

a—2, a, = 2, a l9 a 2 = 3, a l9 « 3 = 4, a„ o 4 =5, .... 
A x = — 1, A a = — 1, b 3 = — 1, A 4 =r — 1, . . . . 

— 1, A l === 1, ^ 2 =3, ^ , y/j = 9, -^ 4 ^45, .... 
B 1= =l, # I= 1.2, £, = 2.3, 23« = 3.4, 



3 „35 53 

und 



3.35 

* + 3 35 *~ „ 53.7218 

i T-72 37 74^. ! 

~T 63 
37 90 
~~72 74 

720 * ,C - 



Zu §.49. 

Verwandelt man das unendliche Product 
1 2 4 6 10 12 16 
TT* 5 * 7 'Il'i3'i7"" 
nach Formel (4.) in einen Kettenbrucb, so findet 



Digitized by Google 



208 




17-1EL 
23 etc.' 

nun ist aber 

J 0 2.3 A _ 4.5 R 6.7 « 0 19.11 

1= » 2 > 2== 7=4> ~ TT^Ti' 6 -17=TÖ» 10 = 2T=12 etC ' 
^"4-2 

also 

1 s= -^-^ (vergl. §. 65.), 

11 etc. 

also 

1 2 4 6 10 

2 , IT7'ii ,M,BU » 
wir schon Euler gefunden hat. (Introd. in. anal. inf. 71 1. §.277.) 

Zu §. 53. 

Zu den convergenten Kettenbriichen rechne ich auch diejenigen, 
welche sich einem bestimmten Werthe oder einem anderen be- 
stimmten Werthe nähern, je nachdem man In oder 2/2 + 1 Theilbroche 
zur Berechnung anwendet. Diese Kettenbrüche entsprechen den Reihen, 
bei welchen man sich einem bestimmten Werthe oder einem anderen be- 
stimmten Werthe immer mehr nühert, je nachdem man In oder 2/1-4-1 
Glieder zur Berechnung anwendet. Eine solche Reihe ist z. B. die folgende: 

+ 7 etc. 

Vereinigt man je zwei auf einander folgende Glieder, so geht die Reihe 
(/*) in folgende über: 

( ß ) =4+0 + 0 + 7^8 + ••..== log. nah 2 ' 

Das allgemeine Glied der Reihe (A) ist ^tl, so dafs die eiozel- 

nen Glieder sich mehr und mehr der Einheit nähern, und wenn mau 
m = oo setzt, wird der letzte Theil der Reihe 

= +1 — 1 + 1-1 + 1— 1 etc. 
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«ein. Daher wird der Werth der Reihe (A) gegen den bestimmten Werth 
log. nat. 2. oder gegen den Werth log. nat. 2 + 1 convergiren, je nach- 
dem man eine gerade oder ungerade Anzahl von Gliedern zur Berechnung 
anwendet. Man kann aber jede convergirende Reihe in eine der Reihe A 
ähnliche Reihe verwandeln, wenn man zwischen je zwei Gliedern die Glie- 
der + 1 — 1 einschaltet. Solche Reihen könnte man allenfalls zweideu- 
tige convergirende Reihen nennen; in keinem Falle dürfen sie aber wohl 
zu den divergirenden Reihen gerechnet werden. Verwandelt man nun 
eine solche Reihe nach §. 31. in einen Kettenbruch, so mufs dieser ein 
zweideutiger convergirender Kettenbruch sein, d. h. ein Kettenbruch, dessen 
Werth sich immer mehr einem bestimmten oder einem andern bestimmten 
Werthe nähert, je nachdem man eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Tbeilbrüchen zur Berechnung anwendet. Hiernach ist das, was in §. 54. 
gesagt worden ist, zu ergänzen. Sind nemlich bei einem zweideutigen 
convergirenden Kettenbruche alle Tbeilzäbler und Theilnenner positiv, so 
kommt man allerdings auch dem wahren Werthe desto näher, je mehr 
Glieder man zur Berechnung anwendet; da aber ihr wahrer Werth zwei- 
deutig ist, oder da die Reihe, so zu sagen, zwei wahre Werthe hat, so 
kommt man bald dem einen, bald dem andern näher. So z. B. ergiebt sich 
aus der Reihe (A) der zweideutige convergirende Kettenbruch 

2 

1 + letc.» 

welchen Kettenbruch schon Euler (Opusc. anal. T. 2. pog. 156.) gefun- 
den hat ( nur dais er den Werth der Reihe (A) = log. nat 2 + J setzt, 
was aber offenbar nur das Mittel aus den zwei Werthen log. 2. und 
log. 2 + 1 ist). Kcinesweges kann ich mich aber zur Ansicht des Herrn 
von Ettingshausen bekennen, der solche Kettenbrüche als divergireude 
betrachtet (vergl. dessen Vöries, über die höh. Mathem. Bd. 1. S. 72.). 

Zu Kap. 5. B. 

Da liier gezeigt wird, wie man die gröfete und kleinste Wurzel, 
wenn sie reell sind, oder die zwei größten und kleinsten Wurzeln, wenn 
sie imaginär sind, direct finden kann, so erwächst hieraus zugleich eine 
wesentliche Verbesserung der Methoden, die Legendre zur Auflösung 
der Gleichungen gegeben hat, im Anfange zu seiner Theorie des nombres, 

Dd 
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wenn überhaupt diese Nethoden nach dem Erscheinen von Fourier B 
Analyse des equations noch einen Torzug haben. Noch leichter können 
diese Wurzeln durch die Methode gefunden werden , die ich im Journale 
für die Mathem. Bd. 9. S. 305 . ff. gegeben habe. 

Die Anwendung der Kettenbrüche auf die Auflösung der Differen- 
zialgleichungen , wiewohl sie manche Schriftsteller als besonders wichtig 
hervorheben, ist wissentlich in dieser Abhandlung übergangen worden. 
Sie beruht ncmlich auf keinem besonderen Principe, sondern auf einer 
Substitutionsmethode, ähnlich der, die in §. 87. angewandt worden ist. Ist 
z.B. eine Differenzialgleichung zwischen den zwei veränderlichen Grünten 
k und y gegeben, die durch 

Ffcr, y) = 0 

ausgedrückt wird, so suche man einen Näherungswerth von y, er sei = a; 
man setze alsdann y = a-\-~- ti und substituire diesen Werth statt y in 
F(x, y), so erhält man eine neue Gleichung F(x, y t ) = 0; hier kann man 
wieder einen Näherungswerth von y, Buden, es sei dieser c,; alsdann kann 
man wieder statt y 1 den Werth o, + ^- substituiren , und fährt man so 
fort, bo wird der Werth von y durch einen Kettenbruch *'(a+l: ^«f l:a,etc) 
ausgedrückt. Wiewohl Lagrange diese Methode besouders empGehlt, 
{Mem. de l'ac. de Berlin 1776.), so geht doch schon aus dem, was mehr- 
mals über das Verhältnifs der verschiedenen Entwickelungen in unendlich 
fortlaufenden Ausdrücken erinnert worden ist, hervor, dafs im Allgemei- 
nen solche Entwickelungen vor auderen keinen Vorzug haben können, 
da sie unter einander nur der Form, nicht aber dem Wesen nach ver- 
schieden sind, uud so ist wohl auch die Methode, Diflerenzialgleichungcn 
durch Hülfe der Kettenbrüche aufzulösen, der längst bekannten Methode, 
die dasselbe durch unendliche Reihen leistet, nicht vorzuziehen, da, beson- 
ders bei den Kettenbrüchen, die Bestimmung des vernachlässigten Restes 
so wichtig und in den meisten Fällen so schwierig ist. Dies hat auch 
schon Legendre bemerkt (Exerc. du calc. inte ffr. 712. pag. 223.). 

Eine wichtige Bemerkung über Kettenbrüohe von Jacobi, die 
außerhalb des Planes dieser Abhandlung liegt, findet man im Journ. f. d. 
Math. Bd. 7. S. 41. ff'., und ebendaselbst S. 48. — 50. interessante Bemer- 
kungen von Hill. 
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Druokfehler. 



S. 2 Z. 10 r. a. statt Ii lies 1.1 

— 4 — 2 t. u. sl. a m I. a m 

— 7 — 7 v. o. 8t. a m ,o, 1. a„,a 

— 9 — 3 v. u. st. oder da I. oder, da 



$=pr 



_ 10 — 7 V. O. St. — ^ TT — J I. 



Anmcrk. 1. überall 2r st. 27 

— lt Z. 9 v. o. st. (I.) I. (§.3.) 

— 12 — 1 v. o. St. o, , a m z= 1. a, n m _i 

— — 27 V. O. St. a, a,_m I. O, Om-l 

— 13 — 23 v. o. St. ai,a„ 1. ai,a m 

— 14 3 T. O. St. 1. 6«,+, 

— 12 T. o. St. a m +, I. a„_i 



— 15 — 6 t. u. st. o, a m +, I. o, a m + m 

— 16 — l T. o. st. bi+ t I. bi+, 

19 t. o. st. ...287 1. ...2587 

— 20 v. o. st. 9 1. q 

23 v. o. st > 1. > 

— 18-10 v. o. st. also F( a ,a_,). so 1. also F(a,a«_.) gröfser als so 

— 19—10 v. o. st >F(a,a„) 1. <F(a, a m ) 
20 t. o. st. o, a m I. F(a,a m ) 

30 v. o. st. b.£± I. 

— 20 — 3 v. u. st. gerade oder ungerade 1. ungerade oder gerade 

— 24 — 15 v. o. st. b m+l I. b m +l 

— 27 — 4 y. o. st. Z, 1. Z. 

— 28 — 6 V. O. St. O m+l , Cm-, 1. a*m+i , «4m-i 

— 29 — 8 V. O. »t. a m+l . a( r+a )m_, I. «rm+l , 0(r+«)m-, 
11 V. O. St. O, O m _, I. a^Om-i 

— — 12 T. O. St. <t rm — I 1. Orm+i 

14 V. O. St. (7) 1. (8) 

23 v. o. st. C l B 

— 27 v. o. st. o m _ i, a, I. a^.a, 

— 29 r. o. st. • °"«+t> «I L — i, .o m _,,a, 

— 32 - 16 r. o. st 1. £i 

— 36 — 12 v. o. st. F(a, , o„) 1. F(a f a m ) 

— 37 — 12 v. o. müssen die Worte: welcher Bruch ist, gestrichen werden. 

— 13 v. o. st. (l+x)-' 1. . 

— 38 — 7 v. o. «t -m4-3« + (m+2n) L - (m+3n)+ (m + 2/i) 
19 v. o. st. t ,«„ 

- st. n — ml. r — m 

20 v. o. st. . " I. . " 

I TD I — CO 

— 39 — 5 t. u. st. F(o, + x:o, ....) L F(a t +x:a t ....) 



st. b, 




Q t + 2 '* 0««»+3, 
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S. 43 Z. 4 v. o. 9«. L — 

— 54 — 1 ▼. o. Ii. Arbeit L Entwickelung 

_. ..l — 11 v. () . st. c-f-'im.c+^m-l L c + 2m .c-f-2m-f-l 

— — — fi v. u. »t. ^l;>ng*.f L ita»£*.r 

— 52 — 14 v. o. st. (n, c. x) L f {a, b, c, .t) 

— 21 o. st. tfia + ^h— ljc, x)=U L = 1 

— sa — 2 v. o. st. l i= 

— 1) V. O. St. - J. 

— 127 — G u. st. die \\ urzeln L zwei Wurzeln 
— 142 — ü v. o. st. +1:2 L + 1;* 

— 144 — 22 v. o. st. x **+r) L X 
25 v. o. •!. va^ L 

2Z t. o. ... *y s +o I. ^&±^ 

-- LjQ letzte Zeil« L lid. IL S. 305. 

— 1Ü2 Z. G v. o. st. so findet man aus (C) I aub ((',) 

— 12 ». u. st. a r ".aj L ft?.«; 
— U r. ii. st. av-f-a, L a,-\-a, 

— lfiii — 1 u. Z. 2 v. u. und S- 1ZQZ. 1 v. o. st. (fia,, f. t «,)Ly («,,«, <r.) 

— 177 — 3 u. 4 v. o. sind die Puncte am Ende der Zeilen zu streichen. 

— 1S2 — 2 v. o. st. 6, (a,a m — a,,a«.,)t'.a, a ml L b(a,a m — a a mt ) — l*. a, a m . 

— ISß - 13 r. u. st. x*—y L x*—? 

— IfiS — ü v. u. ist das etc. zu streichen. 

— liil — 4 v. o. st. die grüble Zahl L die grüfMe ganze Zahl 

_ m _ 3 t. o. St. W—W"-*)* L 2n(n-l)(n-^ 

i ■ fr 1'. (> 

-2GÖ - S v. u. st. 4-j_4 r j + | etc . L -j + f + ; ,| t 
Zwei §. §. sind aus \ erselten beide mit LL> bezeichnet. 

S. lSü sind die Worte: oder 1] >A — 4 bis mithin zu streichen, statt dessen 
lese man: nun ist = o n D; wäre daher D = 2ci oder = 2a — 1 »o 

mühte in jedem Falle jede der ürüfsen l und /, grofser als a — 2 sein, da 
keine derselben grofser als a sein kann: ist aber D<2o — 1, und setzt man 
A — a -\-m, D = 2ü — ' r 4-LLi »<> »st 

£ es a 1 + m-4a + 2r + 2 i 

abef ( a — 2) 1 = q»-4a-H. 

taiihin in jedem Falle 

f. > « — 2. 
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